Terminale S Toutes les ROC

Démonstrations ayant valeur de modele

(restitution organisée de connaissances, ROC)

On peut lire dans le programme :

Plusieurs démonstrations, ayant valeur de modeéle, sont repérées par le symbole @. Certaines sont

exigibles et correspondent a des capacités attendues.

Vous trouverez ci-dessous toutes les démonstrations marquées par le symbole @ dans le programme,

celles qui sont exigibles sont désignées par 'acronyme ROC.

I Suites

Théoreme ROC
Si . o D :

o pour tout entier n a partir d'un certain rang, U, <vy,;

o lim u,=+oc0,

n—+oo
alors

lim v,=+400.
n—+oo

Démonstration. Soit A un réel quelconque.

il existe Np e N tel que Vn =Ny, u, < v, carapartir d'un certainrang, u, < v, ;

ilexiste N; e N telque Vrn=N;, A<u, car nliIPooun =+o00,

donc pour tout n=max(No;N;), A<v,.

On en déduit que nEIPoo Uy =+00. O

Propriété

Si une suite est croissante et admet pour limite [, alors tous les termes de la suites sont inférieurs

ou égaux a [.

Démonstration. Soit (u,) une suite croissante qui converge vers [ . Montrons que (u,) est majorée
par [.
Supposons qu'’il existe k € N tel que u; > [. Comme la suite (u,) est croissante alors pour tout
n=zk, u,>1.
On a ngrpooun = [, donc tout intervalle ouvert contenant [ contient tous les termes de la suite a
partir d’'un certain rang. Mais, si k existe, cela n'est pas possible car I'intervalle ouvert 1/—1; u[
contient [ mais ne contient aucun terme u, telque n = k. Lentier k ne peut donc pas exister, la
suite (u,) estdonc majorée par [.

O
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Théoréeme ROC

Si g>1 alors lim g"=+o0.
n—+oo

Démonstration. Pour faire cette démonstration on a besoin, dans un premier temps, d’établir I'in-
égalité de Bernoulli :
vneN,VaeR", 1+a)" =1+na.

Soit P, la propriété: (1+ a)" =1+ na.Montrons par récurrence sur N que P, est vraie.
« Initialisation: 1+a)°=1 et 1+0x1=1 donc Py est vraie.
« Hérédité : Montrons que pour tout n€ N, P, = P,y .
A+a)"z2z1+na = (Q+a(Q+a)"=0+a)(1+na)
= (l+a)"™'z21+n+Da+na®z1+n+a
= (1+a"'=z1+(n+a
On a montré que P, implique P, .
« Conclusion:Pourtout ne N, 1+a)"=1+na.
Si g >1 alorsil existe a >0 tel que g =1+ a et donc, pour tout n€ N, g" =1+ na. Comme

lirp (1+ na) = +o0, en appliquant le théoréme de comparaison, on en déduit que
n—+o0o
lim g" = +oo.
n—~+0067 oo
Propriété

Si (up) est suite croissante non majorée alors lim u, =+oo.
n—+oo

Démonstration. Soit (u,) une suite croissante non majorée.
Pour tout M e R, il existe k€ N tel que uy =M car sinon (u,) serait majorée.
Comme (u,) estcroissante, pourtout n=k, u, =M. On en déduit que tout intervalle de la forme

[M; +oo[ contient tousles u, apartird’'un certain rang, c’estadire lim u, =+oco. O
n—+oo

II Fonction exponentielle

Théoreme (et définition) ROC

Il existe une unique fonction f, définie et dérivable sur R telle que

f'=f et fO)=1.

On appelle cette fonction, la fonction exponentielle et on la note exp .
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Lexistence est admise, il s’agit de démontrer 'unicité. La démonstration se fait en deux temps, le
premier étant de montrer que la fonction exponentielle ne s’annule pas sur R . La partie exigible ne
concerne que la deuxiéme partie.

Démonstration. f estune fonction définie et dérivable sur R .
Premiére partie : montrons que si f est solution de f' = f et f(0) =1 alors pour tout x € R,
fx)#£0.
Posons u(x) = f(x) x f(—x). u estdérivablesur R et, pourtout xe R,
W) = ffOfE0+f@)x(-f(=x)
FOfE0-F@f (=%
FFED)-F)f(=x)
=0

On en déduit que u est une fonction constante, c’est a dire que pour tout x€e R, u(x) =C ou C
est un réel fixé.

u(0)=f(0)f'(0)=1 doncpourtout xe R, u(x)=1.

Siilexiste ae R telque f(a) =0 alors u(a) =0, ce quiestimpossible. On en déduit que f ne peut
pas s’annuler.
Deuxiéme partie : (exigible) montrons que la solutionde f'= f et f(0)=1 estunique.
Supposons que fi et f> soient deux solutions. Comme, d’apres ce qui précéde, f, ne s’annule pas,

on peut poser, pour tout x€R,
_h™
L)
g estdéfinie et dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables sur R .

fl@) fo(x) - fi(x) fy(x) _fiWAEW-A® LW _

gx)

VxeR, g'(x) = 0.
(o) ()
_ _fi(0)

g estdonc constante sur R etpourtout xe R, g(x)=g(0)= %0 =1.

2

fi(x) s
Pour tout x€ R, onadonc AT, =1, cestadire fj(x)=fo(x).
2
1l existe donc une unique solution f telle que f'=f et f(0)=1.
O
Propriété ROC

lim e*=+oco et lim e*=0.
X—+00 X——00

Démonstration.

On va montrer en utilisant le théoréme de comparaison que xErPooex =+00.

Soit f lafonction définie sur [0; +oo[ par, f(x)=e*—x.

f estdérivable sur [0; +oo[ et pourtout x € [0; +oo[, f'(x)=e*—1.

Comme la fonction exponentielle est croissante sur R et que e¥=1 ,pourtout x € [0; +oo[, e*=1.
On en déduit que pour tout x € [0; +oo[, f'(x)=0.Lafonction f estdonc croissante sur [0; +oo] .
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Sgn.
[

Var. /
! 1

Comme f(0) =1, on en déduit que pour tout x € [0; +oo[, f(x) =1, c'est adire

e*=x+1.

lim x+1=+oo dong, en utilisant le théoréeme de comparaison, lim e*=+oo.
X—+00 X—+00

L1

Pourtout xe R, e*=— etdonc, enposant —x =X,
lim e*= lim — = lim — =0 car lim eX=+o0.
X——00 x—-00 e~ X X—+to0 X X—+

III Intégration

Théoreme

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b] .
La fonction F définie sur [a; b] par :

X
F(x)=f fde
a

est dérivable sur I'intervalle [a; b] et pour tout réel x de [a; b], F' (x)=f(x).

Démonstration. (On se place dansle cas ol f, en plus d’étre continue et positive, est croissante sur
[a; b])
Soit xgp € [a; b] et he R* tel que xo+he[a; b].
Montrons que
. F(xo+h)—F(xp)
lim——m =
h—0 h

[ (x0).

N . Xo+h
« Casou h>0: f F o+ di=hx f(xo+h)

f(x0+ h) F-----

Xo+h
flxo) F-=---= f Fode

0

Xo+h
. N f f(x0) dt=hx f (xo)
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xo+h Xo
F (xo + h) — F (x0) f f dt—f fde
a a

Xo Xo+h Xo
f f(t)dt+f £ dt—f f(t)de
a Xo a

Xo+h
f o de
X

0

f estcroissante sur [a; b] donc, Vte€ [xg; xo+h], f(x0) < f(f) < f(x0+ h).Enintégrant entre xp
et xp+ h on obtient les inégalités suivantes :

Xo+h Xo+h Xo+h
f  (x0) dts[ 20 dts[ Flxo+h) dr
X0 X0

X0
Xo+h

xf(xo)sf Fdi<hx fxo+h
X0

Xo+h
f Fode

f(xo) < 7

<flxo+h)

F(xo+ h)—F(xg)
f(xo)<%

Comme f est continue sur [a; b], hhn()1+ f(xo+h) = f(x0) . En appliquant le théoreme des gen-

sf(x0+h).

darmes a 'encadrement précédent, on obtient :

lim w:f@o)'

h—0*

« Casou h<0:

F (x0 + h) —F (x9) = — (F (x0) —F (x0 + h)) = f fdr.
Vte[xo+h;x0l, f(xo+h) < f(t)< f(xy) car f est croissante sur [a; b] .

Enintégrantentre xo+h et xp on obtient les inégalités suivantes :

Xo Xo X0
f f(x0+h)dtsf f(t)dtsf f (xo) dt
Xo+h Xo+h Xo+h

X

“hx o+ [ fo di<—hx f(xo)

Xo+h
X0
fde
f o+ ) < e < ()
X
| rwar
fxo+h) < X(ﬁhh < [ (xo)

F(xo+h)—F
(xo })l (xO)sf(xo).

Comme f est continue sur [a; b], hlilg_ f(xo+h) = f(x0) . En appliquant le théoréme des gen-

f(JC()+h) <
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darmes a '’encadrement précédent, on obtient :
F (x0 + h) —F (xp)

li = .
lim 7 f (x0)
F h)-F F h)-F F h)-F
hhjg (xo + })l (x0) _ hliﬁrglﬁ (xo + ;1 (x0) = f(xp) donc }L%M = f(xp).On en
déduit que pour tout xg € [a; b], F est dérivable en xq et que F' (xp) = f (xo) . O

Théoreme

Toute fonction continue f sur un intervalle admet des primitives sur cet intervalle.

Dans la démonstration précédente, on a montré qu'une fonction continue et positive admet une
primitive, il s’agit maintenant de généraliser ce résultat a des fonctions continues quelconques sur
un intervalle fermé. Pour cela on va se ramener au cas des fonctions positives en admettant qu'une

fonction continue sur un intervalle fermé admet un minimum.

Démonstration. On se place dansle casou f est définie surl'intervalle fermé 1= [a; b] et on admet
que, dans ce cas, f admet un minimum m sur [a; b]

Vxe€l[a;b]l, m< f(x),lafonction g:x— f(x)—m est donc positive sur [a; b] . Comme g est
continue sur [a; b], g admet une primitive G sur [a; b] .
Considérons la fonction F: x— G(x) + mx définie sur [a; b]. F est une primitive de f sur [a; b]

car F est dérivable sur [a; b] et

F)=Gw+m=g@+m=fx)-m+m=f(x).

IV Droites et plans

Théoréme (du toit)

Soient P; et P, deux plans sécants selon une droite A et d; et d» deux droites.
Si

d; et dp sont paralléles et telles que dy cP; et dycP;

alors

I'intersection A de Py et P, est paralléle aux droites d; et d .

Démonstration.

Les droites d; et d, sont paralléles et possedent donc un méme vecteur directeur i .

Soit 7 un vecteur tel que Uet? dirigentle plan P; et v’ un vecteur tel que i et v dirigent le
plan P, . Soit i@ un vecteur directeur de la droite A.

Dans le plan P, , lesvecteurs ii, U et i sont coplanaires, donc il existe des réels a et p tels que

i = ail + .
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Dans le plan P, , les vecteurs @, v/ et i sont coplanaires, donc il existe des réels o et p’ tels que
w=oi+p'D.
En soustrayant ces deux égalités on obtient
(a—o') i +pi—p'v' =0.
Mais vecteurs #, ¥ et v’ ne sont pas coplanaires car sinon les plans P; et P, ne seraient par
sécants donc
a-o'=0,p=0etp =0 (x).

On en déduit que @ = «ii et par conséquent, d; , d» et A sont paralléles.

Remarque: (x)

Si vous avez du mal a comprendre pourquoi, nécessairement, a—a’=p=f"=0, vous pouvez considérer
un point O quelconque et le repére (O; i, D, 17’) (c'est bien un repére car les vecteurs ne sont pas
coplanaires). Dans ce repére les coordonnées du vecteur (a—of)i+po—p'v" sont a—o', p et f'

et comme ce vecteur est le vecteur nul, ses coordonnées sont nulles.

V Produit scalaire
Théoreme ROC

— [a — —
. Tout plan de vecteur normal n (b) , n # 0 , admet une équation cartésienne de la
@

forme

ax+by+cz+d=0

ol deRR.
« Réciproquement, I'ensemble des points M(x; y; z) tels que ax+by+cz+d =0 avec

(a; b;c)#(0;0;0) et deR est un plan de vecteur normal n .

Démonstration.
« Soit P un plan, Z (a;b;c), n#0,unvecteur normala P et A(xA; YA; ZA) un pointde P.
M(x; y;z)€P — AM - =0

— a(x-xp)+b(y—ya)+c(z—2za)=0

< ax+by+cz—(axy+bya+cza)=0
Avec d=—(axy+bys+cza), ax+by+cz—(axa+bya+cza) =0 estbien dela forme
ax+by+cz+d=0.
« Réciproquement: Comme (a; b; c) # (0;0;0) il existe My (xo; Yo zo) telque axo+byy+czp+d=0.
Effectivement, supposons que a # 0, alors, quelques soient les réels yy et zp,si xo= w

a
alors axp + by + czp+d = 0. 1l existe donc bien un point My dont les coordonnées vérifient la
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relation ax+by+cz+d=0.
Soit M(x;y; z) un point de l'espace tel que ax+ by +cz+d = 0. En soustrayant cette relation
avec la précédente on obtient a(x—xp) + b (y — yo) +c(z—2zp) =0 qui équivaut a W -7i=0 ou
; (a; b; ¢) . Lensemble des points dont les coordonnées vérifient]’équation ax+by+cz+d =0 est
donc le plan passant par M, et de vecteur normal 7i .

O

Propriété

Une droite est orthogonale & toute droite d'un plan si, et seulement si, elle est orthogonale a

deux droites sécantes de ce plan.

Démonstration.
=) Le résultat est immédiat, puisque la droite est orthogonale a toute droite du plan, elle est, en

particulier, orthogonale a deux droites sécantes.

<) On suppose que la droite (d) est orthogonale a deux droites sécantes (d;) et (d2) qui déter-
minentun plan (P).
Soient i}, i, et ii desvecteurs directeurs respectifs de (d;), (d») et (d) .
Soit (d') une droite quelconque de (P) de vecteur directeur @ . Comme (d’) est contenue dans
(P) etque #; et il nesont pas colinéaires, il existe deux réels o et p tels que W =i +pil, .
Montrons que (d') est orthogonalea (d) :
u-w=1iu- ((xlil + ﬁi[z) =i +Pi-t, =0.Les vecteurs ii et i sontorthogonauxdonc les droites
(d) et (d') sont orthogonales.

O
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VI Probabilités conditionnelles

Théoreme ROC

Si A et B sont indépendants alors A et B aussi.

Démonstration.
Comme A= (ANB)U (Anﬁ) etque (ANB)N (Amﬁ) =9,

PQA) = P((AmB)u(Anﬁ]]
P(AmB)+P(Am§)—P((AmB)n(AmE))
P(A)xP(B)+P(Am§)

On en déduit que :

P(Anﬁ) = P(A)-P(A)xP(B)
P(A)(1-P(B))
P(A) P(E].

Les événements A et B sont donc indépendants. O

VII lois a densité

Propriété

Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramétre A .

X vérifie la propriété de durée de vie sans vieillissement : pour tous réels positifs ¢ et h,

Px>r X=t+h)=PX=h).

Démonstration.

X suit une loi exponentielle de parametre A donc, pour tout réel positif « :
u u
P(X<u= f e dx = [—e7M
0

=1-eM
0

et
PX>u=1-Px<u=e
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On adonc
P(X=zt+h)nX=1)
PX=1
PX=t+h)

PX=1)
e—)\(t+h)

Pxs:X=t+h)

et

= M

PX=h).

Propriété ROC

Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramétre A .

X admet une espérance E(X) définie par :
X
EX) = lim f Ate M dr
X—+00, 0
et
EX) = !
=5

Démonstration.

Pour calculer E (X) il faut dans un premier temps déterminer une primitive delafonction f: t— Ate
définie sur [0; +oo[,avec A>0.

Cherchons une primitive de la forme F(¢) = (at+b) e .

F'(t)=aeM—-Aat+b)e ™M= (-hat+a—Ab) e .

Pour que F soitlune primitive de f sur [0; +oo[ il suffitque —Aa=A et a—Ab=0. Clest a dire
a=-let b=——.

On obtient alors, pour tout £ € [0; +oo[,
1 -\t
F(f)=|-1-~ .
() ( )\) €

Déterminons E (X) :

x 1 1 -A 1 1
fo )\tef)‘[dt: [F(t)]g = (—x— X) ef)‘x+ X = Txei)‘x— Xei)\x + X

X )\x:()'

Comme A>0, lim —Axe™ = lim XeX=0,avec X=—-Ax et lim e~
X—+00 X X—+00

——00
Par opération sur les limites, on en déduit que,

(A e L e ) [Ty g, L
lim (Te —Xe +X —xlirpmfo Ate dt—x
c'est a dire :

E(X)—l
=3
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Théoréme ROC X Xn _ p 2 p
—np n n n
. On pose Z, = L =—
Soit X— A (0;1). n
) L R np(1-p) ‘/ﬁ\/n(l—p) p(1-p)
Pour tout réel a€]0;1[, il existe un unique réel positif u, tel que n
P(—ugas<sXs<suy)=1-a« X 1- X 1-
—neln = p-uq Ms—nsp+u“ p( P)
n n n n
Xn _
Démonstration. <= —Ug s < Ug
Soit G la fonction définie sur [0; +oo[ par p (1 - p)
X n
G(x):P(—xssz):f_xf(t)dt = —UgS<Zp < Ug.
1 D’apres le théoreme de de Moivre Laplace
ol f estdéfiniesur R par f(¢)= Te’T . P P
V21 : _ _p( <
Si F estune primitivede f sur R, alors: nLHPOOP( Ua S Zp < Ue) =P (-Ua SZ < Uo)
Vx e [0; +ool, G(x) = [F(]¥, = E(x) ~ F (). ot Z—.#(0,1), onadonc X,
lim P(— EI,,] =1l-a.
G est dérivable sur [0; +oo[ et pour tout x € [0; +oo[, G’ (x) = f(x) + f(—x) . n—+co \ n
Or, pour tout x€ R, f(x) >0 donc, pourtout x€ [0; +oo[, G'(x) >0. O
G est une fonction continue et strictement croissante sur [0; +oo[, Siis
Propriété
GO0)=0et lim G(x)=1,
X—+00 . X 1 1
comme 0<a<l, GO)<1-a <XLHPOOG(X) ’ Soient X,, — B(n,p), Fp=—2 et l'intervalle aléatoire J, = [Fn— —Fp+—

donc, d’apres le théoreme de la bijection (corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires ou théo-

Pour n assez grand, l'intervalle J,, contient p avec une probabilité au moins égale a3 95 % .

réme des valeurs intermédiaires appliqué aux fonctions strictement monotones), il existe un unique

réel strictement positif u, telque G(uy) =1-«.
VIII Fluctuation, estimation

Théoreme ROC

avec p dans l'intervalle 10; 1[, alors

Ip(l-p)|
Ug\| ———| ol uy Vérifie
n

I, est appelé Intervalle de fluctuation asymptotique de F, au seuil de 1-«

Si la variable aléatoire X, suit la loi binomiale % (n,p),

1_
pour tout a dans ]0;1[, et pour I,=|p—u U

P(—ug<Z<uy)=1-oa avec Z— A (0;1) :
X

lim P(—”eln):l—(x.
n

n—+oo

La variable F,, = — correspond a la fréquence de succés lors de la répétition de n épreuves

de Bernoulli indépendantes de paramétre p

Démonstration.
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O
Démonstration.
« Montrons dans un premier temps que si la variable aléatoire X,, suitlaloi % (n, p), alors pour tout
1
réel p de ]10; 1[, il existe un entier ny tel que, si n=np, alors P|p—— < —" <p+ —) >0,95.
Vvn Vvn
Xp—np

Soit la variable aléatoire Z, = , et la suite (a,) définie pour tout entier n =1, par

np(1-p)
an=P(-2<7Z,<2).

D’apres le théoréeme de de Moivre Laplace, (a,) converge vers ¢ avec: ¢ =P(-2<Z<2) ou Z suit
laloi normale A4 (0,1).

On détermine, a I'aide de la calculatrice, £ ~ 0,9545 donc £ = 0,954 .

Soitun réel € tel que: 0 <e < 0,004 (ainsi /—€=0,95). Comme nlilllma” =0, il existe ny tel que,
si n=ngy,alors a,€ll—e¢;l+e[.

Ainsipour n=ny, a,=0,95.

-n
Comme Z, = 7’7,

np(1-p)
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[p(1- X [p(1—
a,=20,95 < P(p—z ¥<f<p+2 y);o,%.

Soit @ la fonction définie sur [0;1] par ®(p)=p(1-p).

Cette fonction polynéme du second degré admet un maximum en

N =

1 1
, de valeur CD(—) =—.
2 4

1 1 2 1
Ainsi p(l—p)sz donc p(l—p)sg et donc ﬁ\/p(l—p)sﬁ.

On en déduit que

et par conséquent, pour n=ny,

o2 /10(1n—;v);p+2 /p(ln—p)

P( L X 1)>095

p \/ﬁ\ p <p N =0,95.
1

Montrons que pour n assez grand, l'intervalle |F, — —;F,+ —

que p g n n n n

lité au moins égalea 95 % .
n

X
Puisque F, = - , d’apres ce qui précede, pour n assez grand :

1 1
Cl’“ NN

1
Fp—-—<p<F,+

1 1
P(F,e|p——;p+—|]|=0,95.
[Fre|p va'P \/ﬁ)
Or F,e L. +L —L<F < +L =
n€|(p ﬁrl’ vn p N nsp vn
On en déduit que pour n assez grand
1 1
Plpe|Fp——;Fp+—||=0,95.
(p " a \/ﬁ)
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contient p avec une probabi-
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