Terminale S

Exercice 7 : suites (somme de termes)

ExERrcicE 1 Polynésie 2015

Soit (v,) la suite définie par

v1 =In(2) et, pour tout entier naturel nnon nul, vy =In(2-e”"").
On admet que cette suite est définie pour tout entier naturel 7 non nul.

On définit ensuite la suite (S;,) pour tout entier naturel 7 non nul par :

n
S,= Z Vk=V1+U2+-+ Uy
k=1

Le but de cet exercice est de déterminer la limite de (S;,) .

Partie A -- Conjectures a I'aide d'un algorithme

1. Recopier et compléter 1'algorithme suivant qui calcule et affiche la valeur de S,, pour une valeur
de n choisie par I'utilisateur :

n, k entiers

S, vréels
Initialisation : ~ Saisir la valeur de n
v prend la valeur ...
S prend la valeur ...

Variables :

Traitement : Pour k variant de ...a ...faire
...prend la valeur ...
...prend la valeur ...
Fin Pour
Sortie : Afficher S

2. ATaide de cet algorithme, on obtient quelques valeurs de S,, . Les valeurs arrondies au dixieme
sont données dans le tableau ci-dessous :

n 10 100 1000 10000 100000 1000 000
Sn 24 4,6 6.9 9,2 11,5 13,8
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En expliquant votre démarche, émettre une conjecture quant au comportement de la suite (S;,) .

Partie B -- Etude d'une suite auxiliaire

Pour tout entier naturel n non nul, on définit la suite (u,) par u, =e"".

. . 1
1. Vérifier que u; =2 et que, pour tout entier naturel 7 non nul, u,4 =2—- —.
Up

2. Calculer uy, uz et uy . Les résultats seront donnés sous forme fractionnaire.

< . n+1
3. Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, u, = .
n

Partie C -- Etude de (S,)

1. Pour tout entier naturel n non nul, exprimer v, en fonction de u, , puis v, en fonction de
n.

2. Vérifier que Sz =In(4).

3. Pour tout entier naturel n non nul, exprimer S, en fonction de 7. En déduire la limite de la
suite (Sj).
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Partie A -- Conjectures a I'aide d'un algorithme

Variables : n, k entiers
S, vréels
Initialisation : ~ Saisir la valeur de n
v prend la valeur In(2)
S prend la valeur v
Traitement : Pour k variant de 2 a n faire
v prend la valeur In (2 —e")
S prend la valeur S + v
Fin Pour
Sortie : Afficher S

2. D'apres les valeurs affichées il semble que la suite (S;) soit croissante.

Partie B -- Etude d'une suite auxiliaire

1. Ona uy=et =M@ =2

. —e U —
Pour tout entier naturel 7, w1 = e+t =n@=¢"") = (2 _e=Vn) =
1 1
=2—-—=1Upt1.
Un

2—

eln

2. D'apres le résultat précédent :

— 1_3.

=2ty

— 2_4-

H=2-3=3"
u4=2—§=§.
4 4

Exercice 7 : suites (somme de termes)

, . n+l
3. Démontrons par récurrence que pour tout n € IN*, u, = .
n

. s n+1
Soit P, la propriété : u, = .

1+1 .
o Initialisation : u; =2 = = donc P; est vraie.

o Hérédité : Montrons que pour tout n€ N*, P, = Py .

1 n 2n+2-n n+2
un+1:2——: — = =
Up n+1 n+1 n+1

On a montré que P, implique Pj.;.

. n+1
o Conclusion : Pour tout ne€ N*, u, = .
n

Partie C -- Etude de (S,)

1. Pour tout entier naturel n non nul,

u,=e"" = v, =Inu,.
La question précédente nous permet écrire :

1
VnelN*, 1/,1=lni =In(n+1)-In(n).
n

2. S3=v1+v2+v3=In2)-In(1) +In(3) —In(2) +In(4) —In(3) =In4) —In(1) =1n(4).

3.

Sp=vi+v+--+vy,

=In2)-In(1) +In(3) - In(2) +In4) - In(3) +---+In(n) —In(n+ 1) +In(n + 1) —In(n)

=In(n+1)

Ona liI_P Sn =+oo. Lasuite (S;) est divergente.
n—+o00
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