Terminale S

Exercice 7 : suites entremélées

ExERcICE 1 Nouvelle Calédonie 2013

Soient deux suites (u,) et (v,) définies par uy =2 et vy =10 et pour tout entier naturel n,

2Up+ Uy up,+3vy,
un+1:T et Vn+1:T-

PARTIE A

On considere 1'algorithme suivant :

Variables : N est un entier
U,V,W sont des réels
K est un entier

Début : Affecter 0 a K
Affecter2a U
Affecter 10aV
Saisir N
Tant que K< N

Affecter K+1aK

Affecter U aw

2U+V
Affecter au

W+3V

Affecter

Fin tant que
Afficher U
Afficher V

a

Fin

On exécute cet algorithme en saisissant N = 2. Recopier et compléter le tableau donné ci-dessous
donnant 1'état des variables au cours de 1'exécution de 1'algorithme.

W U \%

N = A
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PARTIE B

. 5
1. (a) Montrer que pour tout entier naturel 7, vy41 — Ups1 = B (Vvp—uy).

(b) Pour tout entier naturel n on pose w, = v, —Uy.

. 51"
Montrer que pour tout entier naturel n, wy, =8 (E) .

2. (a) Démontrer que la suite (u,) est croissante et que la suite (v,) est décroissante.

(b) Déduire des résultats des questions 1. b. et 2. a. que pour tout entier naturel n ona u, < 10
et v, =2.

(¢) En déduire que tes suites (u,) et (v,) sont convergentes.
3. Montrer que les suites (1) et (v,) ont la méme limite.
4. Montrer que la suite (¢,,) définie par ¢, =3u, +4v, est constante.

. .. . 46
En déduire que la limite commune des suites (u;) et (v,) est - -
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Correction

ExERrcICE 1 Nouvelle Calédonie 2013

Soient deux suites (u,) et (v,) définies par ug=2 et vg=10 et pour tout n€ N par

2Uup+ vy u,+3v,
Unp+1 = —3 et VUpy1= 1

PARTIE A

N est un entier

U, V,W sont des réels
K est un entier
Affecter 0 a K
Affecter2a U
Affecter 10aV
Saisir N

Variables :

Début :

FEtat des variables :

Tant que K< N W U \Y

Affecter K+1aK 2 10

Affecter Ua W 2 14/3 8

=R
1
1
1

14/3 | 52/9 | 43/6

2U0+V
Affecter

W+3V
Affecter av

Fin tant que

Afficher U

Afficher V
Fin

PARTIE B

1. (a) Pour tout entier naturel n,

up+3v, 2up+v, 3up+3vy) 4Quu+vy)
Un+l —Up+1 = 2 - 3 = 12 - 12
3u,+9v,-8u,—-4v, 5v,—-5u, 5
= = =— (Vn—up)
12 12 12

(b) Pour tout entier naturel n on pose wy, = v, —Uy.
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D'apres la question précédente, on peut dire que la suite (w),) est géométrique de raison B etde
premier terme wy = vp—up=10—-2=8.

D'apres le cours (forme explicite d'une suite géométrique) on peut dire que, pour tout entier naturel
5 n
n, w,=8—| .
! ( 12)
2up+v, 3u, 2up+vy,—3u, Vy—U, Wy
Up+1 — Up = — — = = -

3 3 3 3 3

2. (a)

5\" .
On a vu que, pour tout n, w, =8 (E) ; on peut en déduire que pour tout n, w, >0 et donc

que, pour tout 7, Uu4+1 — Uy >0.

Donc la suite (u;;) est croissante.

up,+3v, 4v, up+3v,—4v, U,—vV, —Wy
Un+l1 —Un=—— - = = =

4 4 4 4 4
Et comme wy, >0, on peut dire que v,+1 — v, <0 pour tout n.

Donc la suite (v;) est décroissante.

(b) On avu que, pour tout n, wy >0 ; donc, pour tout n, v, —u, >0 cest-a-dire v, > uy.
La suite (v,) est décroissante donc, pour tout n, v, < vy < v, < 10.

Un> Uy

Pour tout entier naturel 7,
v, <10

}:ungl().

La suite (u,) est croissante donc pour tout n, u, > uy <= u, =>2.

Uy > Uy

Pour tout entier naturel 7,
Uy =2

}zv,I}Z.

(¢) La suite (u,) est croissante majorée par 10 donc, d'apres le théoréme de la convergence
monotone, la suite (u,) est convergente vers un réel £, .

La suite (v,) est décroissante minorée par 2 donc, d'aprés ce méme théoreme, la suite (v,) est

convergente vers un réel £, .

3. La suite (wj), définie par w, = v, — u, , est convergente comme différence de deux suites
convergentes, et sa limite est égale a €, — ¢, .

. e . 5 5 . .
Or la suite (w;,) est géométrique de raison ' et —1< ' < 1 ; donc on peut dire que la suite
(wy) est convergente vers 0.

La limite d'une suite est unique donc ¢, — ¢, =0 et donc ¢, = €, ; les suites (uy) et (v,) ont
donc la méme limite qu'on appelle €.
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2Uuy + vy u,+3v,
4. tp1=3Upi1 +4V,4 =3 % 3 +4x 1 =2Up+ vy + Uy +3v,

=3uy, +4v, = t, donc la suite (t;) est constante.

th=3up+4v9g=3x2+4x10=6+40=46

Comme la suite () est constante, pour tout n, t, = fy =46 ;la suite (f,) est donc convergente
vers 46.

Les suites (u,) et (v,) sont toutes les deux convergentes vers ¢ donc la suite (t;,) définie par
tn =3u, +4v, est convergente vers 3¢+4£="7¢.

La limite d'une suite est unique par conséquent 7¢ = 46.

46
782464:»8:7.

.. . 46
La limite commune des suites (u,) et (v;) est donc =
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