Terminale S Exercice 4 : fonction logarithme, intégration

. . . . o, . 2. On admet que la fonction H définie sur l'intervalle ]0 ; +oo[ par
Exercice 4 : fonction logarithme, intégration

H(x) = %[ln(x)]z

ExERrcICE 1 Amerique du Nord 2015

1
Partie A est une primitive de la fonction £ définie sur I'intervalle 10 ; +oo[ par h(x) = ﬂ
. . PP . 2 2_1
Soit u la fonction définie sur 10 ; +oo[ par Caleuler 1= f nx i
1 X
u(x) =In(x) + x—3. Interpréter graphiquement ce résultat.

1. Justifier que la fonction u est strictement croissante sur l'intervalle 10 ; +ool .
2. Démontrer que 1'équation u(x) =0 admet une unique solution o comprise entre 2 et 3.

3. En déduire le signe de u(x) en fonction de x.

Partie B

Soit f la fonction définie sur l'intervalle ]0 ; +oo[ par

flx)= (1 - i) In(x)-2]+2.

On appelle C la courbe représentative de la fonction f dans un repere orthogonal.

1. Déterminer la limite de la fonction f en 0.

u(x)

2. (a) Démontrer que, pour tout réel x de l'intervalle 10 ; +ool, f'(x) = — ou u estla
X

fonction définie dans la partie A.

(b) En déduire le sens de variation de la fonction f sur l'intervalle ]0; +ool.

Partie C

Soit C' 1a courbe d'équation y =In(x).

2-1
1. Démontrer que, pour tout réel x de l'intervalle 10 ; +oo[, f(x)—In(x)= ﬂ

En déduire que les courbes C et C' ont un seul point commun dont on déterminera les coordon-
nées.
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1. La fonction est la somme des fonctions x — In(x) et x+— x—3, toutes deux strictement crois-
santes sur |0 ; +ool, elle est donc strictement croissante sur cet intervalle.

Remarque. On pouvait également dériver la fonction u et constater que la dérivée est strictement
positive sur l'intervalle considéré.

2. Remarquons que la fonction In conserve les inégalités strictes puisqu'elle est strictement crois-
sante.

Calculons u#(2) =In(2) -1 or In(2) <In(e) =1 car e >2. On prouve ainsi que u(2) <0.
D'autre part, u(3) =In(3) or In(3) >In(1) =0 car 3> 1, ce qui montre que u(3)>0.

Notons également que u est continue comme somme de fonctions continues.

Nous sommes donc dans les conditions d'application du théoreme des valeurs intermédiaires.

0 possede ainsi un antécédent par u dans l'intervalle [2; 3] . Comme u est strictement monotone

sur 10 ; +ool, cet antécédent o est unique sur 10 ; +ool.

Remarque. Ici, on pouvait également expliquer que l'on constate a la calculatrice que u(2) <0 et
u(3) > 0. Mais cet argument est nettement moins satisfaisant d'un point de vue du raisonnement.

3. Compte-tenu du sens de variation de u,ona:

u(x) - 0 +

1 . .. P
1. Nous savons que lim — = +oo et lirr(l) In(x) = —oo . Par opérations sur les limites, on en déduit
xa

x—0 X
x>0 x>0
que :
lim f(x) = 400
x—0
x>0
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2. (a) f est dérivable sur ]0; +oo[ comme sommes et produits de fonctions dérivables sur
10; +o0ol.
Pour tout x>0 :

1
fl= = (In(x) —2) + 2.

1)1
1- —) —. En réduisant au dénominateur x
x)x
1
= —z(ln(x) -2+x-1)
X
1
= —2(ln(x) +x-3)
X

1
= Eu(x)

(b) Pour tout x>0, x*> 0. Ainsi le signe de f’ est celui de «.On en déduit que f est stric-
tement décroissante sur |0 ; «] et strictement croissante sur Jo ; +oo] .

1. Un point M (x; y) appartient aux deux courbes 2 la fois lorsque :

y fx) — y = In(x) — y = Inkx)
y In(x) fx) = In 0 fx) —In(x)
On calcule :

fx)—In(x) = (1 - i) (In(x) —2) + 2 —In(x). On réduit au dénominateur x :
= % [(x=1)(In(x) —2)+2x— xIn(x)]
= % [xIn(x) —2x—In(x) + 2+ 2x — xIn(x)]

1
=—(2-In(x)
X

Or 2—-In(x) =0 n'a qu'une solution qui est x = e?.

Les deux courbes se coupent donc en un unique point d'abscisse x = e? etd'ordonnée y =In (ez) =
2.
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2. On utilise la linéarité de l'intégrale :

82 —
sz 2-Int)
1

X

e? e?
= 2[ ldx—f Inx) dx
1 X 1 X
(x)

oL 1 o In ..
Or In est une primitive de x — — et H est une primitive de x — ——. Ainsi :
b X

I=2[In()]¢ - [Hx)E
=2(In(e*) -In(D) - % (ln ()’ —ln(l)z)
=2

L'aire délimitée par C, C', et les deux droites d'équations x =1 et x = e? est donc égale a 2.
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