Terminale S

Exercice 2 : fonction exponentielle, théoréeme des V.I. et
intégration

ExErcice 1 Antilles 2014

On considere la fonction f définie et dérivable sur I'ensemble R des nombres réels par
X
fX)=x+1+—.
ex

On note C sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;7,7).

Partie A
1. Soit g la fonction définie et dérivable sur I'ensemble IR par

gx)=1-x+e".

Dresser, en le justifiant, le tableau donnant les variations de la fonction g sur IR (les limites de g
aux bornes de son ensemble de définition ne sont pas attendues).

En déduire le signe de g(x).
2. Déterminer la limite de f en —oo puis la limite de f en +oo.

3. Onappelle f’ la dérivée de la fonction f sur IR.

Démontrer que, pour tout réel x,

[l =e*g(x).
4. En déduire le tableau de variation de la fonction f sur R.

5. Démontrer que 1'équation f(x) =0 admet une unique solution réelle a sur R.

Démontrer que -1 <a<0.

6. (a) Démontrer que la droite T d'équation y =2x+ 1 est tangente a la courbe C au point
d'abscisse 0.

(b) Etudier la position relative de la courbe C et de la droite T.
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Partie B

1. Soit H la fonction définie et dérivable sur R par

H(x) = (-x—-1e™™.

Démontrer que H est une primitive sur IR de la fonction /& définie par h(x) = xe™ .

2. Onnote D le domaine délimité par la courbe C, la droite T et les droites d'équation x =1 et
x=3.

Calculer, en unité d'aire, 1'aire du domaine D.



Terminale S

Correction
ExERrcICE 1 Antilles 2014
Partie A

1. g est dérivable sur IR, comme combinaison simple de fonctions qui le sont, et pour tout réel

x:gx)=-1+e*.Onaalors g'(x) >0<e*>1< x>0. Le tableau de variations de g est
donc :
X —00 0 +00
g'x) - 0 +
g \ /
2

On déduit du tableau précédent que, pour tout réel x, g(x) >2>0.

2. Etude en —co.

. . X .
lim (x+1)=-oc0 et lim — =—oo donc, par somme : lim f(x)=—-o0.
X——00 x——oogX X——00

Etude en +oo.

X—+00

. . . . X .
lim (x+1) =400 et, par croissances comparées lim — =0, donc, par somme lim f(x) =
x—+ooeXr X—+00

+00.

3. Pour toutréel x,ona:

|
—
+

'

|
(DI
=
o
e

4. On a vu plus haut que, pour tout réel x, g(x) >0, et comme par ailleurs e™* >0, on en déduit

que f’(x)>0. On obtient alors le tableau de variations suivant :
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X -0 +00
flx +
+00
f _—
-0

5. La fonction f est continue sur IR, strictement croissante. D'apres un corollaire du théoreme
des valeurs intermédiaires, 1'intervalle R a pour image IR, ce dernier intervalle contenant 0, on
en déduit que 1'équation f(x) =0 possede dans R une solution o unique.

Par ailleurs, f(—l)z—e‘1 <0et f(0O)=1>0,donc: -1<a<0.

6. (a) Latangente T a pour équation réduite :

y=f0)(x-0)+f(0) & y=2x+1.

(b) Posons, pour tout réel x, k(x) = f(x) - (2x+1), alors :

X
k(x) = x+1+—x—(2x+1)
e
X
= ="
X
= =(1=¢’)
Dressons alors un tableau de signes :
X —00 0 +00
X - 0 +
1-e* + 0 -
k(x) - 0 -

On en déduit que C est située en dessous de T.
Partie B

1. Pour tout réel x :
H@w=--e"+(x-1(-e ) =e (x+1-1)=xe " = h(x),

la fonction H est donc une primitive de &z sur R.
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2. Sur [1; 3], C estendessous de T, l'aire . A du domaine D est donc :

4
A f (@Cx+1D - f(x)dx
3

3
f x—h(x)dx
1

3

x2
[? -H(x)

1
4+4e73-2e7"

Page 3



