Terminale S

Exercice 7 : f(z) = z>+2z+9, ensemble de points

ExErcice 1 Nouvelle Calédonie 2012

Dans cet exercice les deux parties peuvent étre traitées indépendamment.

Dans le plan complexe rapporté au repere orthonormal direct (O;#,7), on appelle A le point
d'affixe 1 et C le cercle de centre A et de rayon 1.
La figure sera réalisée sur une feuille de papier millimétré avec 4 cm pour unité graphique.

Partie A

On considere 1'équation

(E): z2—22+2:0,

ol z est un nombre complexe. On appelle z; et z, les solutions de (E).

1. Résoudre I'équation (E) dans I'ensemble des nombres complexes C .

2. Onappelle M; et M, les points d'affixes respectives z; et zp dans le repere (O;, 7). Mon-
trer que M; et M, appartiennent au cercle C.

Partie B

On considere l'application f du plan complexe qui a tout point M d'affixe z distinct de A associe

le point M’ d'affixe z’' définie par
;2z-1

zZ = .
2z-2
1. Placer le point A et tracer le cercle C sur une figure que 1'on complétera au fur et & mesure.

2. Montrer que pour tout complexe z distinctde 1 ona
1
!
zZ-1)(z-1)=—.
(2 -1)E-1=,

3. Montrer que pour tout point M distinctde Aona:

1
. AMxAM’:E;

e M #A;
. (; ; A_l\/f) + (; ; AM/ ) =0+ 2k, ol k est un entier relatif
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4. On considere le point P d'affixe zp =1+ ¢l . Construire le point P.

5. En utilisant la question 3, expliquer comment construire le point P’, image de P par f, et
réaliser cette construction.

. . . . 3 . .
6. Soit un point M appartenant a la droite D d'équation x = 7 Soit M’ son image par f.

(a) Montrer que le point M’ appartient au cercle C' de centre O de rayon 1.

(b) Tout point de C' a-t-il un antécédent par f ?



Terminale S

Correction
Exercice 1 Nouvelle Calédonie 2012
Partie A
1.
Z22-2z+2=0 (z—=12%2-1+2=0
(z—12%2+1=0
(z-1%-i¢=0

(z—-1+1)(z—1-1)=0

z—-1+1i=0o0u z—-1-1i=0

proot

z=1-1iou z=1+1

2. Soit M; d'affixe z; =1—-1. Ona AM; =|z; —zp|=[1-i-1|=|-i]=1.

De méme AMj = |zp —za| = |1+i—1| = |i] = 1. Ces deux résultats signifient que M; et My
appartiennent au cercle de centre A et de rayon 1 soit au cercle C.

Partie B
1. Voir a la fin de I'exercice.
- 2z—-1-2z+2 z—1 1
2. Soit 1. (Z-1)(z-1=|—-1 -)=———(-1)= ==
oit 21 (#~1)(z-1) (2z—2 )(Z ) 222 VT3 72
3. Le résultat précédent entraine :
1

en termes de modules : AM x AM’ = >

le produit des deux complexes étant non nul aucun des deux facteurs ne peut 1'étre, et en parti-
culier Z —1#0 < 2z #1,s0it M #A ;

o en termes d'argument : arg|[(z'—1)(z—1)] =0 2mn). Or
arg[(2'~1) (z- D] = (1 5 AM )+ (w5 AM') 2m),
donc

(; ; AM ) + (; ; AM/ ) =0+2km, ou k est un entier relatif .
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4. Ona
iX iX iX
zp=1l+e1 < zp—-1l=¢1 = |ZP—1|=|C4

— |zp-1|=1.

Cette derniere égalité montre que P appartient au cercle de centre A et de rayon 1, donc au cercle

C.

Il ne reste plus qu'a construire sur ce cercle le point tel que (u ) AP)

T em
T en.

1 1
5. Ona AP x AP’ = 5 sor AP =1, donc AP’ = > le point P’ appartient au cercle C; de centre

1
A et de rayon >

—_— T T
D'autre part on a (u, AP’) 1 2n).

On peut donc construire P; symétrique sur le cercle C du point P autour de I'axe horizontal
contenant A. Le point P’ est le point commun & [AP;] et au cercle C;. Voir plus bas.

3 . N
6. (a) Onadonc z:Z+a1 avec a€R.D'ou:

- 203 +ai) - 1 _ 3+2ai-1 _ 3 +2ai _ (3 +2ai) (-5 — 2ad) _ —1—ai—ai+4a?
3L o 3 . 1 . 1 N(_1 : 1
20 +a) -2 S4+2ai-2 —z+2ai (-3 +2ai) (-5 —2ai) 1 +4a?
—i—20d+40(2
- 1 2
7 T4«
D'ou
P (-14+402)® 42 L4160t -202+402 L +16at 120 (L+402)
V4 = = = = =
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
(Z +4(X2) (z +402) (Z + 4“2) (Z +40(2) (Z +4(X2)
Dol |z/| =1 :le point M’ appartient au cercle C' de centre O de rayon 1.

(b) Un point M’ de C' a une affixe qui peut s'écrire z’ =e'? avec a € IR. Son ou ses antécédents
par f vérifient :

: 2z-1 . . . . Zeia_l )
a = = 2ze% -2 =2z-1 < 2z(e""-1)=2""-1 < z=— si
) 2z-2 ev—1
eld—1£0.

Or

el 1=0 = e%=1 < a=0 < z=1.

C'est le point A et on sait que ce point n'a pas d'image par f. La réponse est : non.



