Terminale S Exercices 4 : z,41 = f(z,), récurrence

Exercices 4 : z,,.; = f(z,), récurrence

ExercicE 1 ((Sonection ) Liban 2016

Commun 2 tous les candidats

On considere la suite (z,) de nombres complexes définie pour tout entier naturel 7 par :

Z0 = 0

1.
Zn+l = Elxzn+5

Dans le plan rapporté a un repere orthonormé, on note M, le point d'affixe z,, .
On considere le nombre complexe za =4 +2i et A le point du plan d'affixe z4 .

1. Soit (u,) la suite définie pour tout entier naturel n par u, =z, —za -

. 1.
(a) Montrer que, pour tout entier naturel n, U, = 51 X Uy, .

(b) Démontrer que, pour tout entier naturel n :
1 n
Up = (El) (—4—2i).

2. Démontrer que, pour tout entier naturel n, les points A, M, et M, 44 sont alignés.
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Terminale S

Correction

Exercice 1 Liban 2016

Commun a tous les candidats

On considere la suite (z,) de nombres complexes définie pour tout entier naturel n par :
20 = 0
1.
Zn+l = EIXZn+5
Dans le plan rapporté a un repere orthonormé, on note M, le point d'affixe z,, .
On considere le nombre complexe za =4 +2i et A le point du plan d'affixe zp .

1. Soit (u,) la suite définie pour tout entier naturel n par u, =z, —za -

. 1.
(a) Montrons que, pour tout entier naturel n, 1,41 = 51 X Uy .
) 1. . L .
Pour tout entier naturel n, ;11 = 2p41 — 2A = 51 XZp+5—(4+21)= 51 xzp+1-21.
. 1. 1, 1. .1, .
Pour tout entier naturel 7, 51 X Uy = El(zn —zp) = 51(2,, —4-21) = 51 xzZp+1-21.

. 1,
Et pour tout entier naturel 7, ;1 = 51 X Up .

. 1.\" . .
(b) On va démontrer par récurrence que, pour tout 7, la propriété P,, : (51) (—4-21) est vraie.

1.\" 1.\°
Initialisation : ug = zo—zp = —2a = —4-2i ;pour n=0, (51) (—4-21) = (51) (-4-21) = —4-2i1

Donc la propriété est vraie pour n=0.

. . . 1.\” .
e Hérédité : on suppose la propriété vraie au rang quelconque p < 0, c'est-a-dire (51) (—4-21) ;

on va la démontrer aurang p+1.

2 2 2 2
Donc la propriété est vraie au rang p+1.

1 1 1.\ 1.\PH!
Upyl = Sllp = Zix (—i) (—4-21) = (—i) (-4 -21)

La propriété est vraie au rang 0, elle est héréditaire, donc, d'apres le principe de récurrence, elle
est vraie pour tout entier naturel 7.
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1 n
Pour tout entier naturel n, u, = (51) (-4 -21)

2. Démontrons que, pour tout entier naturel rn, les points A, M;, et M,44 sont alignés.
Le vecteur AM,, a pour affixe u, = z, —za, et le vecteur AM; 44 a pour affixe up4 =

Zn+4 — ZA -

, . , 1" ,
Mais d'apres la question précédente, pour tout entier naturel n, u;iq = (51) (—4-2i) et

1 n
Up = (Ei) (—4-2i).
4
On en déduit que pour tout entier naturel 7, Uy4q = (51) Uy .

. (1.)4 1
Mais [=1] = —
2 16

. . 1 1
On en déduit que pour tout entier naturel n, u;+q = 6 U, et AM,,14 = EAM"

Ce qui prouve que, pour tout entier naturel n, les vecteurs sont colinéaires et par conséquent les
points A, M,, et M, ;4 sont alignés.



