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Fondements, éléements de logique

[I Logique élémentaire ]

1. Logique des propositions
Une proposition, ou assertion, est un énoncé qui est soit vrai soit faux et qui ne contient pas de variable.

Exemples 1 :
o 3>1 estune assertion vraie.
o n>2 n'est pas une assertion car cet énoncé contient une variable.

o 0=1 estune assertion fausse.

Des opérations permettent, a partir d'une ou plusieurs assertions de fabriquer de nouvelles assertions.

La négation

Si A est une assertion on note 7A ou A la négation de A. Négation
La négation est définie par la table de vérité ci-contre :

>|

A

Exemple 2 : Si A est 'assertion « 1 est inférieur a 3 », alors A est I'assertion « 1 est strictement supérieur a 3 ».

Remarque :

Le « ET »

Le «ET » est souvent noté A. ET

le défini 1 1 ik :
On le définit par la table de vérité ci-contre A B ANB
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Le « OU »
Le « OU » est souvent noté V. ou
On le définit par la table de vérité ci-contre :
A B AVB
V V
Vv F
F V
F F
Remarque :
Propriété loi de Morgan
AAB = AVB =
Démonstration : Montrons que AAB=AVB :
A B AAB  AAB A B A B AVB
V V V V
V E V F
F V F V
F F F F
O
L’implication
Onlanote = et elle est définie par la table de vérité suivante :
Implication
A A= B
V V
Vv F
F Vv
F F

Remarques :

o Dans la pratique, pour montrer que (A => B) est vraie,
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o (A = B) signifie que

o (A = B) signifie aussi que

>

(A = B) ne sous-entend nullement la vérité de A. (A = B) n'est pas équivalent 2 « A donc B ». « A donc B »
signifie que A est vraie et que (A = B).

O

(A - B) est équivalent a (K Vv B) , effectivement, formons la table de vérité de (K \% B) et comparons-la a celle de
(A= B):

A B A AVB A= B
V V V
V F F
F V V
F F V
o (B = A) estappelée I'implication réciproque de (A = B).
L’équivalence
On la note <= et elle est définie par la table de vérité Equivalence
ci-contre :
A B A< B
V V
V F
F V
I I
Remarques :

o Pour démontrer que (A <= B), la plupart du temps on proceéde par double implications, c'est a dire que 1'on va
montrer que (A => B) puis que (B = A).

o (A < B) signifie :
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Dans la propriété qui suit nous allons donner des couples de propositions qui ont la méme table de vérité. Pour démontrer un
résultat, vous aurez souvent a passer d'une proposition a une autre. La liste ci-dessous n'est bien siir pas exhaustive mais elle
regroupe les équivalences logiques les plus importantes.

Propriété

A, B et C désignent des propositions quelconques.

o AAB

o AVB

O

AABVQO)

o AV(BAC)

o AvB—= C =

Propriété Quelques négations

o A—B =
o A< B =

Définition tautologie

Une tautologie est une proposition qui est toujours vraie.

Exemple 3 :

o (AVK) est une tautologie :

AVA
A A AVA
o (A = A) est une tautologie :
A=A
A A= A
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2. Logique des prédicats, quantification

On appelle prédicat tout énoncé contenant des lettres x, y,... dites variables telles que, lorsque ces variables sont remplacées
par des éléments d'un ensemble, E, E... on obtient une assertion.

E, E... constituent le référentiel du prédicat.

Exemples 4 :

O « x >3 » estun prédicat et le référentiel est R ;

0 « 22" +1 est un nombre premier » est un prédicat et le référentiel est IN .
Définition quantificateur existentiel
Soit P un prédicat. On écrit

dxeE, P(x)

pour dire qu'il existe au moins un x de I'ensemble E qui rend P (x) vraie.

Exemple 5 : Soit P I'ensemble des nombres premiers. (3n € N, 22" +1 € P) est vraie

Remarques :

o Comment démontrer un énoncé du type (Ix€E, P(x))?

o Certains théoreme nous assure de I'existence d'un objet sans pour autant nous donner de valeur explicite. Par exemple,

o (3x€E, P(x)) assure l'existence d'un x qui rend P (x) vraie mais il peut y en avoir plusieurs :

o Sil'on veut dire qu'il existe un x unique de E rendant P (x) vraie on écrit :

Définition quantificateur universel

Soit P un prédicat. On écrit
VxeE, P(x)

pour dire que pour tout x de I'ensemble E, P(x) est vraie.

Exemple 6 : Soit Z 1'ensemble des entiers impairs. (Vn e N, 2n+1€7) est vraie.
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Remarque : Comment démontrer un énoncé du type (Vx€E, P(x))?
On doit montrer que pour tout x € E, P(x) est vraie.

La démonstration va donc commencer par

Exemple 7 : Montrons que
VxeR, x> —6x+11>0.

Bien entendu dans ce cas on aurait pu calculer le discriminant et conclure directement !

Proposition

Soit P un prédicat.
o La négation de Vx€E, P(x) est

o La négation de  3Ix€E, P(x) est

Exemple 8 : Soit I un intervalle et f une fonction définie sur I. La négation de (Vx €I, f(x)=0)est:

Remarque :

o Pour prouver qu'un énoncé du type (Vx€E, P(x)) est faux

o Dans la suite du cours nous allons rencontrer des expressions qui contiennent plusieurs quantificateurs comme par
exemple des expressions du type (Vx€E, 3y€E P(x,y)) ou (Vx€E, VyeE P(x,y)).
Attention ! En général on ne peut pas intervertir V et 3. (Vx€E, 3y€E P(x,y)) et (3y€E Vx€E, P(x,y)) ne

sont pas équivalents.

Propriété regles de distributivité
Soient P et Q des prédicats. On a :

o VxeE, (P0)AQW))

o 3x€E, (Px)VvQ@)

Remarque :
o VxeE (PVvQ@)) # (Vxe€E P())Vv(VYxeE, Q).

o Ixe€E (PAQW)) # (3x€E P(x))A(Ix€E, Q).
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1. Raisonnement direct par enchainement d'implications (modus ponens)
Proposition modus ponens

Si A est vraie et si (A = B) alors B est vraie.

Exemple 1 : Soit le théoreme :
Si un entier est pair alors son carré est pair.

Montrons que 154782 est pair.

2. Raisonnement par contraposition (modus tollens)
Proposition modus tollens

(A = B) est équivalente 3 (B = A).

Exemple 2 : Soit 7€ N. Montrons que si 1 est pair alors 7 est pair.

3. Raisonnement par I'absurde

Méthode raisonnement par |'absurde

Pour démontrer une proposition A on suppose que sa négation est vraie et montre que cela conduit a une
contradiction.

Exemple 3 : /2 est un irrationnel. (voir I'exercice 22)

4. Par disjonction des cas

Proposition disjonction des cas

Si (A = B) etsi (A, = B) alors (A; VA, = B).

nn+1)

Exemple 4 : Montrons que, pour tout entier 7, — est un entier.
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5. Raisonnement par récurrence

Rappel(s)
Soit P, une propriété dépendant d'un entier naturel n.
Pour démontrer que P, est vraie pour tout entier naturel n > ny, ou ny est un entier naturel, on peut utiliser
le principe de la démonstration par récurrence :
Si: e P,, est vraie (initialisation);
e Vn>ng, P, = Py (hérédité),

alors  pour tout n > ny la propriété P, est vraie.

Exemple 5 : L'initialisation est importante.

Soit (uy) la suite arithmétique de premier terme u =1 et de raison r =2.
On considere la propriété P, : « u, =2n ».

Montrons que P, est héréditaire.

Théoréme récurrence d'ordre k

Soit P, une propriété dépendant d'un entier naturel n et ny un entier naturel.

Si: e Pyy Pugs1y-. s Pyyrk—1 sont vraies (initialisation) ;
e Vn>=ng, PuAPuii Ao AP ko1 = Py (hérédité),

alors  pour tout n> ngy la propriété P, est vraie.

Exemple 6 : Soit (F,) la suite définie par Fg=1, F; =2, Fo =5 etpourtout n>3, F,3=F,+F;11+F,42.
Montrons que pour tout 7 >0, F, >0.
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Théoréme récurrence forte

Soit P, une propriété dépendant d'un entier naturel n et ng un entier naturel.
Si: e P, est vraie (initialisation);
e Vn>ngp, Pno /\Pn0+1 A...AP;, = Pu (hérédlté),

alors  pour tout n>ny la propriété P, est vraie.

2up +1 si n est pair

Exemple 7 : Soit (u,,) la suite définie par uyp =0 et u,.; = ) ) )
Up+1 S1 n est impair

Montrons que pour tout n€ N, u, = n.
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III Applications

1. Définitions

Définition applications
Soit E et F deux ensembles. Une application définie sur E a valeur dans F

f:E—F
x— f(x)

est une relation qui a chaque x€E associe un unique élément y€eF.
On note y=f(x).

o f(x) est I'image de x par f ;

o x est un antécédent de y par f.

Différences entre applications et fonctions

Une fonction et une application sont des relations qui donne un processus de correspondance entre deux ensembles. Cependant,
dans le cas d'une application ce processus est toujours tenu d'aboutir.

Par exemple, si on considere les ensembles E=TR et F=1IR ainsi que les expressions suivantes :

o Pour tout x € IR, on peut calculer x? et 2x—5. Le processus aboutit 2 chaque fois, f et g sont donc des applications ;

o on ne peut pas calculer i (—2) et i(5), h et i ne sont pas des applications mais des fonctions car le processus n'aboutit
pas toujours.

Si on considere R* au lieu de R alors h devient une application. Ainsi
h:R*-R et i:R\{5—R
X=X 1

X— —
xX—5
sont des applications.

2. Composition

Définition
Soient deux applications f:E—F et g: F—G.
La composée de f par g est la fonction notée go f définie par
gof:E—G
x—g(f)

Exemple 1: Soient f: R* =R et g:R —-R
X=X X = cos(x)
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3. Injection, surjection, bijection

Définition injection
Soit f: E—F une application.
On dit que f est injective (ou que f est une injection) lorsque

V(x,x')EEz, f@=f(x) = x=x}
ou, d'une maniere équivalente,
V(x,x)eE? x#x = f)#f(¥).

En langage naturel, on peut dire qu'une injection f de E dans F est une application telle que :

o toutes les fois que deux éléments de E sont distincts, leurs images sont distinctes ;
o aucun élément de F n'est 1'image de plus d'un élément de E ;

o les éléments de F ont au plus un antécédent par f.

Illustration a 1'aide d'un diagramme sagittal

Exemple 2 :

Définition surjection
Soit f: E—F une application.
On dit que f est surjective (ou que f est une surjection) lorsque

VyeE 3Ix€E, y=f(x).

En langage naturel, on peut dire qu'une surjection de E dans F est une application dont tous les éléments de F ont au moins
un antécédent.
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Illustration a l'aide d'un diagramme sagittal

Méthode

o Pour montrer qu'une application f est surjective, on fixe un élément y quelconque de F et on montre
qu'il existe x€E tel que y=f(x);

Exemple 3 :

o pour montrer que f n'est pas surjective il suffit de trouver un élément y de F qui n'a pas d'antécédent.

Définition bijection
Soit f: E—F une application.
On dit que f est une bijection (ou que f est bijective) lorsque f est a la fois injective et surjective :

VyeE 3x€eE, y=f(x).

Illustration a I'aide d'un diagramme sagittal

Exemple 4 :

Théoréme

Soit f: E—F une application. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f est bijective;
(i) il existe une application g: F—E telle que gof=idg et fog=idg.

De plus I'application g est unique.
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Démonstration :

=)

<) voir l'exercice 33. 0

Définition
L'application g telle que go f=idg et fog=idp est appelée application réciproque de f et est notée f!.
Lorsqu'une telle application existe on dit que f est inversible.

Remarque :

On peut avoir fog=idp et go f #idg, dans ce cas f n'est pas une bijection
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1. Le Symbole =
Notation : soient 7 un entier naturel et ag, ay,...,a, des nombres réels

apgt+ta+...+a, =

Si peo;n],

Plus généralement, si 1 est une partie finie de IN

Par convention, si 1= @, Z a; =0.
kel

Propriété

I est une partie finie de N. Soient (ay)re; et (br)rer deux familles finies de réels.

o linéarité :

o VAER, Y Aay=
kel

o ) (ag+bp)=
kel

o d'une maniere générale :

YAER, ) (ax+by) =
kel

o Sommation par paquets : si I=TI,Ul, et [[ NI, =@ alors

> ap=

kel

o Relation de Chasles : si I1=[m;n] et ge[m;n—1] alors

D =

kel

o Changement d'indice :

o Décalage (sans inversion de I'ordre) : on pose k=k'+q ol geN

ajg =

M=

=~
Il

m

o Décalage (avec inversion de l'ordre) : on pose k=—-k'+q ot ge N

n
) ax=

k=m

Exemples 1 :

n
o ) k(k+D)=
k=1

Chapitre 1
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k=2
& (-p* . N
o ];17 On pose [ ={ke[1;2n] |k estpair} et J={ke[1;2n]|k estimpair }.
ZZ" (-D¥ _
k=1 k*

n n-1
o Montrons que Y k(ag_1 — ax) = (Z ak) - na,.
k=1 k=0

Remarque :
n
o Dans I'écriture S = Z ay, k estune variable muette. Cela signifie qu'elle peut étre remplacée par une autre lettre qui
k=0
n n n
ne désigne pas une variable, par exemple j : S = Z ay = Z aj. Cela signifie aussi que Z ay peut se définir sans

k=0 j=0 k=0
utiliser la lettre k : par exemple on peut dire que S estla somme des n+1 réels qui compose la famille ag, ay,...,a,.

On dit que Z est un symbole mutificateur. H, f , lim, V, 3 en sont d'autres...

o Pour des raisons de simplicité nous avons choisi des indices qui appartiennent 2 IN, mais rien n'interdit d'utiliser des

indices négatifs tant que 1'expression a du sens. Par exemple

1
Y Bk)=3x(-2)+3x(-1)+3x0+3x1=—6.
k=-2

2. Sommes usuelles a connaitre

o Somme télescopique : soit (ak) < k<n+1 Une famille de nombre réels.

n
Z (Ak+1—ag) =

k=m

o Somme avec un terme constant : soit ¢ un réel

n
> =
k=m
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o Sommede 1 an :

M=
i

T
)

o Somme des carrés :

o Somme de g”" :

3. Binome de Newton

Définition
On considére un schéma de n épreuves de Bernoulli représenté par un arbre.

Pour tout entier k compris entre 0 et n, le nombre de chemins de |'arbre réalisant k succés est noté (k)

n
Les nombres (

k) , 0< k< n, sont appelés les coefficients binomiaux.

Propriété

Pour tous entiers naturels n et k tels que 0< k< n,

Propriété relation de Pascal

Pour tous entiers naturels n et k tels que 0<k<n-1,
n n n+1
+ = .
k k+1 k+1

Conséquence : le triangle de Pascal

. N . . . . 0
Cette relation permet de calculer pas a pas les coeflicients binomiaux : on convient que (O) =1.

k



IV Calcul de sommes

Soient a et b deux nombres réels et ne N.

(a+b)n _ Zn: (n)an—kbk
= k .
k=0

Démonstration :




Exercices du chapitre 1

Logique propositionnelle

Soient A et B deux propositions. Sil'on dit que A est vraie si B est
vraie, cela signifie que, pour A, B est une condition :

o ni nécessaire, ni suffisante ;
o nécessaire ;
o nécessaire et suffisante ;

o suffisante.

Soient A et B deux propositions. Si 1'on dit que A est vraie si,
et seulement si, B est vraie, cela signifie que pour A, B est une
condition :

o ni nécessaire, ni suffisante ;
o nécessaire ;
o nécessaire et suffisante ;

o suffisante.

Soient A et B deux propositions. Si 1'on dit que A est vraie seule-
ment si B est vraie, cela signifie que pour A, B est une condition :

o ni nécessaire, ni suffisante ;
o nécessaire ;
o nécessaire et suffisante ;

o suffisante.

Soient A et B deux propositions. Si I'on dit que A est condition
nécessaire de B, cela signifie que A est fausse .............. B
est fausse.

o seulement si;
o si;

o si, et seulement si.

Soient A et B deux propositions. Si 1'on dit que A est fausse si B
est fausse, cela signifie que pour A, B est une condition :

o ni nécessaire, ni suffisante ;
o nécessaire ;
o nécessaire et suffisante ;

o suffisante.

Soient A : «si il est francais alors il porte un béret
ou il aime le camembert »

B : «si il ne porte pas de béret et si il n'aime
pas le camembert alors il n'est pas frangais »
La proposition B est :

o laréciproque de A ;

o la contraposée de A ;

o nil'une ni l'autre.

Soient A : «si il est belge ou si il aime les frites alors
il roule en vélo »

B : «si il roule en vélo alors il n'est pas belge
ou il n'aime pas les frites »
La proposition B est :

o laréciproque de A ;
o la contraposée de A ;

o nil'une ni l'autre.

Soient A : «si il fait du judo ou si il roule en vélo alors
il aime les chips »
B : «si il aime les chips alors il fait du judo
ou il aime les chips »
La proposition B est :

o laréciproque de A ;
o la contraposée de A ;

o ni l'une ni 'autre.

«Si il pleut alors je vais au cinéma »

Enoncer la contraposée et la réciproque de cette proposition.
Vous me rencontrez et je vous dis que je suis allé au cinéma, que
peut-on en conclure ?

Soient A : « vous &tes nul en athlétisme »

B : «vous étes fort en natation »
On considere la proposition P suivante : « si vous étes nul en ath-
Iétisme ou si vous étes fort en natation alors vous étes nul en ath-
Iétisme et vous étes fort en natation ».
P est-elle une tautologie ?

Soient a et b des entiers et A la proposition : « ab est impair ».
Pour que « a+ b soit pair », la proposition A est :

o ni nécessaire, ni suffisante ;
o nécessaire (seulement) ;
o nécessaire et suffisante ;

o suffisante (seulement).

Soient a et b des entiers et A la proposition : « ab est pair ».
Pour que « a+ b soit impair », la proposition A est :

o ni nécessaire, ni suffisante ;
o nécessaire (seulement) ;
o nécessaire et suffisante ;

o suffisante (seulement).



Exercices

On considere l'implication suivante, ol x désigne un réel :
2
x“<x = x<l1.

1. Cette implication est-elle vraie ou fausse ?

2. Enoncer la réciproque et dire si elle est vraie.

On considere la proposition suivante :
(AvB) = ®aT).

1. Donner sa table de vérité.

2. Compléter la proposition suivante de sorte qu'elle soit équi-
valent a la précédente :

ANV AL

On définit un nouvel opérateur, noté « | » et appelé barre de Shef-
fer, par la table de vérité suivante :

barre de Sheffer
A|B

men < < >
M < | m|<
< | < | <[

1. Montrer que A|B=AAB.
2. (a) Montrer que A=A|A;
(b) Montrer que AAB=(A|B)|(A|B).

3. Trouver une proposition équivalente a (A v B) qui fait unique-
ment intervenir 1'opérateur « | ».

Quantificateurs

Donner la négation des phrases suivantes :
1. « Aucun mathématicien n'est fou » ;
2. «Il existe des cygnes noirs » ;

3. «Certains éleves sont bilingues ».

Utiliser la régle A=A pour simplifier la phrase suivante, extraite
d'un compte rendu d'un match de football :

«...il ne se trouvera aucun sportif pour nier que le contraire n'efit
été immérité. .. ».

1. Symboliser la phrase suivante : « seuls les médecins peuvent
prescrire des médicaments » en utilisant E pour désigner 1'en-
semble de la population, x un individu quelconque, A(x) pour
« x est médecin » et B(x) pour « x peut prescrire des médica-
ments ».

2. Donner la négation de la formule précédente et formuler une
phrase en langage naturel qui lui corresponde.

Dire si les propositions sont vraies et dans le cas contraire donner
leur négation.

1. 3JA€R, VneNN, vn<A;

1
2. VxeR*Y, IneN, — < x.
n

Dire si les propositions suivantes sont vraies ou fausses :
VxeZ, AyeZ, |x-y|<1;

IxeZ, YyeZ, |x-y|<1;

VxeR, VyelR, y<x2:

VxeR, IyeR, y®>x;

3xeR, VyeR, y? < x;

IxeR, VyeR, y%> x.

Dire si les propositions suivantes sont vraies ou fausses :

L O e

1. VreN* AMeR, Vx€[0;1], 1+ x+x%...+x" < M;
2. Vx€[0;1], YneN*, IMeR, 1+x+x2...+x" < M;
3. Vx€[0;1], IMeR, Vne N*, 1+x+x2...+x" <M.

Types de raisonnements

Montrer que v/2 est un irrationnel. On rappelle qu'un irrationnel
est nombre qui n'est pas égal a un quotient d'entiers.

1. Montrer que pour tout entier n€ N*, n! > 2"
nl=1x2x..x(n=1)xn sin#0
0l=1

-1 ou

2. On définit une suite réelle (uy) par: up=u; =3 et VnelN,
Up+2 = Up+1 +2Up . Montrer que

vreN, u,=2""1+ (1",

On considere la suite (u;;) définie par :

up =1,
VnelN, up=up+uy+...+uy.

Montrer que pour tout n€ N, u, <2".
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On considere la suite (1) définie pour tout n > 2 par

1 1
Up=1l+_-+...+—.
2 n

Montrer que pour tout n>2, up ¢ IN.

Applications

Soient f: R — R
x—x%-5

et g:R\{-1}—-R
x-1

X——

x+1
Donner les ensembles de définition de go f et fog ainsi que
leurs expressions.

On a représenté ci-dessous quatre applications f, g, h et i,
définies sur IR a valeurs dans R . Dire, a l'allure de la courbe, si
elles sont injectives, surjectives, bijectives.

La digestion d'un nombre réel s'obtient en calculant le quotient de
la différence du triple de ce nombre et de 5 par la somme de ce
nombre et de 1.

Un nombre est dit étre digéré deux fois lorsque le résultat obtenu
apres la digestion est a son tour digéré.

1. On suppose qu'un nombre peut-étre digéré autant de fois que
I'on veut. Qu'advient-il d'un nombre digéré 2020 fois ?

2. Existe-t-il des nombres qu'on ne peut digérer qu'une fois, que
deux fois, que quelques fois, jamais ?

1. Soit f: N — IN définie par

n
f(n):{z
n

f est-elle injective ? surjective ? bijective ?

si n est pair

si n est impair

2. Soit g: N —N . Est-ceque g , gof, fog sontinjectives,
n—2n
surjectives, bijectives ?

Dans chacun des cas suivants, déterminer si la fonction f est in-
jective, surjective, bijective.
1. f:R-R
X — cos (x)
2. fiZXZTF —Q
(p.a)— 5

3. f:]0;100] — [0;16] ou f(n) est le reste de la division de
n— fn

n par 17 ( [ et ] servent a écrire des intervalles d'entiers, on a

par exemple [0;100] ={0;1;...;100}).

Soit f: R\ {2} — R \{3}. Montrer que f est bijective et donner
3x-1

x-2
I'expression de l'application réciproque f -1

Soient f:R* —-R et gt R—R
X=X x — x?

X —

1. Montrer que, pour tout x€ R*, gof (x) = x. En déduire que
gof=idR+. gof est-elle bijective ?

2. (a) f est-elle injective, surjective, bijective ?
(b) g est-elle injective, surjective, bijective ?

3. Montrer que fog#idp .

] 33
Soient E et F deux ensembles et f: E—F et g: F —E deux
applications.
1. Montrer que si go f = idg, alors g est surjective et f est
injective.
2. Onsuppose go f =idg, et que l'une des deux applications f

ou g est bijective. Montrer que 1'autre est aussi bijective.

3. Montrer que si go f et fog sont bijectives, alors f et g
sont bijectives.

Soient f: E—E g:F — G des applications bijectives. Mon-

trer que go f est bijective et que son application réciproque est
-1 _ _

(gof) " =ftog™h

Soit f une application de IN dans IN telle que :

n
f(n):{z
n+5

Pour tout entier k > 1, on pose f’C =fofo...of (k fois), au-
trement dit f2=fof, f3=fofof,...

Montrer que pour tout entier naturel n non nul, il existe k€ N*
tel que f]C (n) € {1,5}.

si n est pair

si n est impair
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Calculs de sommes

Calculer les sommes suivantes (en fonction de n éventuellement) :

30
1. ) (10k+4).
k=—4

2. %(iz’)

k=1\i=0

3
3. —_—.
k=44k+1

n 1 k+2
4y (-) .
k=0\°

Soit n € N*. Donner une expression simple de la somme des n
premiers entiers impairs :

n
) (2k-1).
k=1

Pour tout 7€ IN* on définit

2n+1 k
(-1
Un = Z k2
k=1

et
o 2k + 1)2
1. En décomposant la somme S»j,+1 suivant les indices pairs et
impairs, exprimer T en fonction de So,4+1 et Sy.

2. En décomposant la somme de Uj, suivant les indices pairs et
impairs, exprimer Uy, en fonction de S, et Ty, puis de So;+1
et Sy.

Somme des carrés et des cubes par télescopage

1. Soit P le polyndme défini, pour tout x € R, par P(x) =
ax®+bx%+cx, ol a, b et ¢ sont trois réels.

(a) Déterminer a, b et c tels que

VxeR, P(x)-P(x—1)=x*

(b) En déduire une expression simple de

k2.

M=

k

1

2. Adapter la méthode précédente pour calculer

5.

M=

=
Il

1



Suites et séries numériques

I Limite, de la définition de terminale a celle du supérieur

1. Limite finie d'une suite (terminale)

Définition
Soit (uy) une suite numérique et £ un réel.

Dire que la suite (u;) admet pour limite € signifie que, tout intervalle ouvert contenant £, contient tous les
termes u, de la suite (u,) a partir d'un certain rang N.

2. Limite finie d'une suite (supérieur)

Définition
Soit (uy) une suite numérique et € un réel.
Dire que la suite (u,) admet pour limite € signifie que,

Ve>0, ANeN, VneN, n>N = |u, — | <e.

Remarque : Une formulation équivalente qui sera souvent utilisée par la suite est :
Ve>0, ANeN, Vn >N, |u, — 0| <e.

(a) Quelques rappels sur la valeur absolue pour bien comprendre cette définition

Définition algébrique

X six>0
[x] = )
-Xx six<0

Définition géométrique
Soit xeR et D la droite des réels d'origine O. Si x est I'abscisse d'un point M de la droite des réels alors

| x| = OM.
Définition distance

Soient A(a) et B(b) deux points de la droite des réels.
AB=d(a,b)=|a-bl=|b-al.



I Limite, de la définition de terminale a celle du supérieur

Inégalités, intervalles et valeurs absolues
Soient aeR et r>0.

o |lx—al<r < —

o |lx—al>r < —

Propriété inégalité triangulaire

o Pour tous réels x et y,
|x+y| <|x|+|y|.

o Pour tous réels x et y,
|1Ixl = [y]| < [x+y].

Démonstration : voir exercice 1
(b) Equivalence entre la définition de terminale et celle du supérieur

Soit ¢ un réel quelconque, T, 1'ensemble des suites qui admettent £ comme limite au sens de la définition de terminale et Sy
I'ensemble des suites qui admettent ¢ comme limite au sens de la définition du supérieur.

Montrons que Ty =Sy.

o Montrons que SpcTp :

o Montrons que Ty c Sy :
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o Conclusion : pour tout £ € R, Ty =Sy, les deux définitions sont donc équivalentes.
(¢) Remarque : Peut-on remplacer Ve >0 par Ve > 0 dans I'expression

Ve>0,ANeN, VreIN, n >N = |u, — €| <€?

Si, dans la définition de la limite d'une suite on prenait Ve > 0, une suite convergente serait une suite telle que en prenant
€ =0, il existerait Ny tel que pour tout n€ N, n >Ny = |u, —£] <0, c'esta dire qu'a partir de Ny, u, =4£. Avec cette
définition, seules les suites stationnaires a partir d'un certain rang seraient convergentes !

(d) Négation : exprimer que ¢ n'est pas la limite de (u,,)

La négation de la proposition
Ve>0,ANeN, VneN, n>N = |u, ¢ <¢

s'écrit

Je>0, YNeN, 3neN, (n=N)A(lu,— L€l >e¢).

. . . (hT
Exemple 1 : Soit (u,,) la suite définie, pour tout ne€ N, par u, = sm(r).
Montrons que cette suite n'a pas de limite.




I Limite, de la définition de terminale a celle du supérieur

3. Limite infinie
Définition limite infinie
o lim u,=+oo signifie que
n—+oo
VAeR, ANeN, VneN, n>N = u, > A;

o lim wu,=-oco signifie que
n—+oo

VAeRR, ANeN, VneN, n>N = u, <A.

Exemple 2 : Soit (u,) la suite définie, pour tout n € N, par u, = n®+ nsin(nm).
Montrons que lim u, = +oo.
n—+oo

4. Suites convergentes

Définition suites convergentes

On dit qu’une suite est convergente lorsqu’elle admet une limite finie, sinon on dit qu’elle est divergente.

Théoréme

o Toute suite croissante majorée converge;

O toute suite décroissante minorée converge.

Définition suites extraites

On appelle suite extraite de la suite (u;) une suite constituée de certains termes de (u,). Plus précisément,
une suite extraite de (u;) est une suite de la forme (u(p(n)) ol ¢ est une application strictement croissante de
N dans N.

Exemple 3 : (u2,), (u2n+1), (u,2) sont des suites extraites de (uy).

Théoréme

Toute suite extraite d'une suite convergente est convergente et a la méme limite.
Démonstration : voir exercice 5 !

Exemple 4 : Reprenons I'exemple de la suite (u,,) définie, pour tout n € N, par u, =sin (%) .
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Proposition

Soit (uy) une suite. Si (up,) et (uzn+1) convergent vers la méme limite ¢, alors (u,) converge vers (.

Démonstration :

5. Limites et comparaisons

(a) Théoreme des gendarmes et de comparaisons

Théoreme des gendarmes
Si

o pour tout entier n a partir d'un certain rang, u, < v, < wy ;

o lim w,= lim w,=1,

n—+oo n—+oo
alors
lim v,=1.
n—+oo n
Théoreme de comparaisons
Si : o .
O pour tout entier n a partir d'un certain rang, u, < vy ;
o lim wu,=+oc0,
n—+oo
alors
lim v, =+o00.
n—+oo
Si . e .
O pour tout entier n a partir d'un certain rang, u, < vy ;
o lim v,=-o00,
n—+oo
alors

lim u,=-o00.
n—+oo



IT Suites adjacentes

(b) Théoreme de 1'ordre

Théoreme de I'ordre
Si , L :
o pour tout entier n a partir d'un certain rang, u, <v, ;

o lim u,=0cet lim v,=1,
n—+oo n—+oo

1 1
Exemple 5 : Soient les suites (u,) et (v,) définies pour tout n€ N par u, =2—— et v, =2+ —.
n n

II Suites adjacentes

Définition
Deux suites numériques (u,) et (v,) sont adjacentes signifie que :

o l'une est croissante et |'autre est décroissante;

o lim (v,—u,)=0.
n—+oo

1 1
Exemple1: u,=2-—, Un=2+—.
n n

Propriété

Si (u,) et (v,) sont deux suites adjacentes avec (u,) croissante et (v,) décroissante alors pour tous entiers
naturels n et p, u, < vy, en particulier u, < vy,.

Démonstration :
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Théoréme

Si (up) et (vp) sont deux suites adjacentes avec (u,) croissante et (v,) décroissante alors (uy) et (vy)
convergent et ont la méme limite I. De plus, pour tout ne N, u, <I<v,.

Démonstration :
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III Séries numériques

1. Définition

Définition
Soit (un)uen une suite de réels. On appelle série de terme général uy, la suite (Sp),en définie par

n
Sn = Z Uj.
k=0

o S, est appelée somme partielle d’ordre n de la série.

o Lorsque la suite (S;),eN converge, sa limite S = liIP S, est appelée somme de la série de terme général
n—+0o

u,. On peut alors écrire
+00o
S=> un
n=0

Dans ce cas on dit que la série est convergente, sinon elle est divergente.

Remarques :

+00
A o L'écriture Z u, n'ade sens que si la série est convergente.
n=0

o L'écriture Z u, désigne la série de terme général u, avec ne NN, Z up, celle de la série de terme général u,,
n=ny

avec n = np c'estadire la suite (S;) ;> p, -

Exemples 1 :

o (uy) estla suite définie par u, = n. La série Z u, correspond a la suite (S;) ol

o Série géométrique : la série de terme général a” est convergente si, et seulement si, |al < 1.

o Sia=1

o Sl[l#l

* sl al<1

* s lal>1
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2. Condition nécessaire de convergence
Théoreme

Si la série Zun converge alors la suite (u;) converge vers 0.

Démonstration :

Remarques :
o On dira qu'une série diverge grossierement si son terme général ne tend pas vers 0.

A o On peut avoir lim u, =0 mais la série qui diverge. Voir exercice 12.
n—+oo

3. Opérations : somme et multiplication par un réel

Théoréme

o Si ) u, et ) v, sont des séries convergentes alors Y (u, + vy) est une série convergente et
+00 +0o +0o
Y (Un+vn)= ) Un+ ) vp.
n=0 n=0 n=0

o Si ) uy, est une série convergente alors YA€R, ) Au, est une série convergente et

+00 +00
Y Aup=A) up.
n=0 n=0

Démonstration :
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Remarques :

o Si ) (up+vy) et ) u, convergentalors ) v, converge aussi. Effectivement,

o Soient Z u, et Z v, deux séries, si l'une converge et l'autre diverge alors Z (un +vy) diverge.

o Si Z up et Z vy, divergent alors on ne peut rien dire sur la nature de Z (un + vy). Par exemple,

4. Séries télescopiques

Définition séries télescopiques
Soit (Vn)ueNw une suite. On appelle série télescopique associée a cette suite la série de terme général

Up =Vn+1 — Un.

Proposition

Soit (vy,) une suite et u,, nelN, le terme général de la série télescopique associée a (vy).

n n
Y up =Y (k1 — Vk) = Uns1 — Vo.
k=0 k=0

La série télescopique Z(Vnﬂ —v,) et la suite (v,) sont de méme nature et lorsque (v,) converge

+00
Y Wpsr1—vp) = lim v, —vp.
n=0 n—+oo
‘ . (o (4 1
Exemple 2 : Déterminons la nature de la série de terme général u,, = ———, neN.
vVn+1l+yn

5. Séries a termes positifs
Définition

La série Zun est dite a termes positifs lorsque, pour tout ne€ N, u, >0.
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Théoreme
Si Zun est une série a termes positifs et que (S,) est la suite des sommes partielles,
n
Sn=)_ u neN,
k=0
alors
o la suite (S;) est croissante;

o Zun converge si, et seulement si, (S;) est majorée;

o si (S,) n'est pas majorée alors Zun diverge et lim S, = +oo0.
n—+oo

Démonstration :
O
Théoréme comparaison des séries a termes positifs
Soient Zun et Zvn deux séries a termes positifs telles que a partir d'un certain rang u;, < v,.
o Si ) v, converge alors Y u, converge;
o si Y up diverge alors ) v, diverge.
Démonstration :
O
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1
Exemple 3 : Montrons que Z — est convergente.
n

6. Séries a termes quelconques

(a) Convergence absolue
Définition

La série Zun est dite absolument convergente lorsque la série Zlunl est convergente.

n

Exemple 4 : Montrons que la série de terme général est absolument convergente.

Théoréme

Si une série est absolument convergente alors elle est convergente.

Démonstration :
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(b) Exemple des séries alternées
Définition
On dit qu’'une série Zun est alternée lorsque son terme général u,, ne€N, peut s'écrire pour tout neN,
up=-1"an

ou (ay) est une suite de réels dont le signe est constant.

cos (nm)

Exemple 5 : Soit (u;),eN+ la suite définie, pour tout n € N*, par u, = PR La série de terme général u,, est

alternée. Effectivement,

Théoréme

Soit une série de terme général (—1)"a, avec a, >0 pour tout neN.

Si : e |la suite (a;) est décroissante;
e lim a,=0,
n—+oo

alors Z(—l)” a, est convergente.

Démonstration :
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Valeurs absolues

Soit (x,y) e R2.
1. Démontrer 'inégalité triangulaire :
|x+y| <lxl+]y|.

2. En déduire la deuxieme inégalité triangulaire :

1l = [yl <[x =yl

Résoudre 1'équation

Bx=2|+|5—x|=|x+3]+2.

Démontrer que pour tous réels x et y :
1. |x|+|y|<|x+y|+|x—y|.
2. 1+|xy—-1<Q+lx-1p(1+]|y-1]).

Limites et suites

Montrer que si une suite (u;) admet une limite ¢ alors cette li-
mite est unique.

Soit ¢ une application strictement croissante de IN dans IN.
1. Montrer par récurrence que pour tout n € N,
@ (n) = n.

2. Soit € unréel, (u,) une suite qui converge vers £ et (tg(n))
une suite extraite de (u#,). Montrer que

nl—i}-}—loou(p(n) =t

Montrer que si une suite (u;;) est convergente de limite ¢ alors
la suite (Jupl) est convergente de limite [€].

1. Que peut-on dire d'une suite d'entiers convergente ?

2. La partie entiere d'un réel x est égale au plus grand entier in-
férieur ou égal a x.
Sion note |x]| cet entier alors

lx] <x<lx]+1.

Si la suite (uy) est convergente de limite ¢ avec ¢ € N, que
peut-on dire de la suite (lu;])?

] 8
Moyenne de Césaro
Soient (up),eN+ une suite croissante et (vp) e+ la suite défi-
nie, pour tout n€ N*, par

_urtupt...tup

Un
n

1. Montrer que (vp),ecN+ €st croissante.

2. Montrer que si lim uy; =+oo alors lim vy, = +oo.
n—+00 n—+oo

Suites adjacentes

Montrer que les suites (uy) et (vy) définies, pour tout n € IN,
par
no 1
Uun= 3y, — et Up=up+—
k=0 k n
sont adjacentes.

(] 10

1. Montrer que les suites (uy,) et (v,) définies pour tout n € N*

par
n

1 1
MHZI;OE et Un = tn+

sont adjacentes.

2. Soit e la limite de ces deux suites.

On se propose de démontrer que e est irrationnel a I'aide d'un
raisonnement par 1'absurde (irrationnel signifie que e n'est pas
égal a un quotient d'entiers).

On suppose que € = Z avec pe N* et ge N*.

Démontrer que :
qug<p(q-1)'<qlug+1.
En déduire une contradiction.
o

Soient a et b deux réels telsque 0 <a<b et (uy) et (vy) les
deux suites définies pour tout n €N par

Up+vn

— > Un+1 = VUn+1Vn.

up=a, vo=b, up+1 = 2

1. Montrer que pour tout n €N,
up >0 etvy >0.
2. Montrer que pour tout n €N,
Up < Up.

3. Montrer que la suite (1) est croissante et que la suite (vy)
est décroissante.

4. (a) Montrer que pour tout ne N,

1
Un+l— Un+1 < > (Vn—un).
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(b) En déduire que pour tout neN,
1
Up—Un < Z—n(b—a).

(c) Montrer que les suites (uy) et (vy) sont adjacentes.

. . ) T a
5. Soit o 1'unique réel a e ]O; 5[ tel que cos(a) = 3
(a) Calculer u;, vy, up et vo enfonction de a.

Conjecturer des expressions de u; et v, en fonctionde n et a
que I'on démontrera par récurrence.

(b) Montrer par récurrence que, pour tout ne€ IN*,

cos(g)cos(%) ...cos(%) - Znssiirrll%-

(¢) En déduire la limite commune des suites (1) et (vy).

Séries

Divergence de la série harmonique
On considere la série harmonique, c'est a dire la série de terme

1 .
général ot nelN*, etonnote (Sp) la suite de ses sommes par-
tielles.
1. Si I'on suppose que la série harmonique converge et a pour
somme S que peut-on dire de la limite de la suite définie, pour

tout neIN*, par
Son—Sn?

2. Montrer que pour tout 7 € N*,

Son=Sn =

DN | =

3. Conclure.

Prérequis

La fonction exponentielle et les croissances comparées
a la question 4.

Pour tout n€ IN* on définit sur ]—1; 1[ la fonction f; par

-

. Donner une expression simple de fy (x).

[

. Déterminer, pour tout x € ]-1; 1[, 1'expression de f,’l (x).

w

. En déduire la somme :
n
Z kxk1,
k=1

4. En étudiant nlil’_{l f,'l (x), montrer que, pour tout x € ]-1; 1],
—+00

la série de terme général nx"~!, neIN* est convergente et dé-
terminer

+00
Y nx™ L,
n=1

1 1 1
1. Montrer que pour tout 7€ IN*,

nn+l) n n+l

2. En déduire
n 1
3. Montrer que la série de terme général
1 x

Up=———, ne
" nn+1)

est convergente et calculer
+00
Z Up.
n=1

En remarquant que, pour tout n > 2,

2 1 1
n2-1 n-1 n+l

calculer
i .
k-1

k=2
et étudier la convergence de la série de terme général

En remarquant que, pour tout n€ N*, n=(n+1)—1 calculer

n
Y kkl.
k=1

En remarquant que, pour tout n€ N*, n=(n+1)—1 calculer

Tk
=1 (k+ 1!

et étudier la convergence de la série de terme général

*

(n+1)V

Soit pe N* et Z uy la série de terme général

1

= ,I’ZEN*.
nn+1)(n+2)...(n+p)

Up

1. Montrer que pour tout n€IN*,

plnm+1)(n+2)...(n+p-1) m+1)(n+2)...(n+p)

n
2. Pour tout n€IN*, donner une expression simple de Z Uf.
k=1
+00o
3. Endéduire que )  uy est convergente et déterminer Y up.
n=1



Exercices

1
Convergence de ) — .
n

Cette série va nous servir de référence pour établir, a 'aide du
théoreme de comparaison, la convergence de nombreuses autres
série.

1. Montrer que, pour tout n > 2,

0< ! < 1
2 S (m-Dn’

. 1
2. En déduire que Z —5 est convergente.
n

Prérequis
o La fonction exponentielle et les croissances com-
parées;

o l'exercice 19.

—-n
EIR B z.. Z_Z e
On considere la série de terme général —, neIN*.
n

1. Montrer qu'il existe N e IN* tel que pour tout n >N,

—-n
. . . €
(on pourra commencer par déterminer 11111 (nz x —) ).
n— n

e—n

2. En déduire que )

Prérequis

est convergente.
n

o La fonction In;

o l'exercice 19.

LR B z.. Z 2 1
On considere la série de terme général In (1 + —3) , neN*.
n

1. Montrer qu'il existe N e IN* tel que pour tout 7 > N,

1
0<In|l+ <5< —.
( n3) n?

2. En déduire que ) In

1
1+ —3) est convergente.
n

Prérequis

|'exercice 19.

an

Objectif : établir que Z — s ac IR est absolument conver-
n!

gente.

1. Soit a un nombre réel et k un entier strictement supérieur a
lal.

(a) Montrer par récurrence sur 7 que, pour tout entier 7 supé-
rieur ou égal a k,

K" kk
— < —.
n! k!

(b) En déduire que, pour tout entier n supérieur ou égal a k,

lal" (|a|)"kk

<= =
n! k k!
(¢) Montrer que

. lal”
lim — =0
n—+oo pn!
2. En déduire que
. lal"
lim n? 0
n—+oo n!
puis que
an
n!

est absolument convergente.

Prérequis

A la question 2, la connaissance des fonctions expo-
nentielles de base a (et donc de la fonction In) est
requise.

Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les
suivants :
(-n"
1. Up=—F7—,
vn
a

n
2. a et b sont des réels fixés et u, = (-1)" ———, nelN.
n+1)b

(

nelN*.

(="
-

3. up ol (vy) est la suite définie par v; =1 et pour

1 . .
tout n€IN*, vy = v% + — (on pourra utiliser le résultat de
n

I'exercice 12)

4. uy =sin (n\/ n? + 1), n € N* (on pourra commencer par

1
montrer que Vn2+1l=n+——).
VnZ+l+n

Soit (uy) une suite positive et décroissante telle que
lim u,=0.
n—+oo n

D'aprés le théoreme de convergence des séries alternées,
Z(—l)” up est convergente. On note S le réel tel que

+00
S=Y (-1 un,

n=0

et pour tout n€ N, S; la somme partielle d'ordre n.
On rappelle que (S2;) et (S2,+1) sont deux suites adjacentes.

1. Soit R;; le reste d'ordre n :
Rn = S - Sn.

Montrer que
Rnl < unt1.
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2. Montrer que, pour tout n € N, Ry a le méme signe que 3. Justifier que la série de terme général

(~1"™ 1w, 11, le premier terme négligé lorsqu'on approche S el

par Sy. (-1  neN,
n3

converge et calculer sa somme 2 1073 pres.



Polynomes

[I Premieres définitions

1. Définition

Définition

Une fonction P: R — IR est un polyndme lorsqu'il existe un entier naturel n et n+1 réels ay,...,a;, tels que

n
VxeR, P(x)= ) apx®=ag+ayx+...+ apx".
k=0

o Les nombres a, 0< k< n, sont appelés les coefficients de P;

o on note R[X] I'ensemble des polynémes a coefficients dans IR.

Remarque :

o Notation : si k€ N*, on note X* Ia fonction polyndme x — x*

n
Le polyndme P: x — ag+ a1 x+...+ ayx" = Y, akxk se note donc plus simplement
k=0

n
P=PX)=ap+mX+...+a,X" = Y apx*.
k=0
o Polynomes particuliers :

o Siles coefficients ay, 0 < k < n, sont nuls alors on obtient la fonction nulle qu'on appelle aussi polynome nul et

que I'on note 0 ou ORx;-

o Les polyndmes constants sont les polyndmes de la forme P =a ou a€R.

o Un polyndme n'ayant qu'un seul (resp. deux, resp. trois) coefficient(s) non nul(s) est appelé mondme (resp. bindme,

resp. trindme).

2. Caractérisation du polynome nul

Si tous les coefficients d'un polyndme P sont nuls alors P est le polyndme nul. Mais réciproquement, si un polyndme P est

nul, c'est a dire que

n
VxeR, P(x)= ) apx®=0
k=0

tous les coeflicients sont-ils nuls ?

Px)=

P'(x) =
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P’ (x) =
P(i) (x) =

P" (x) =

Proposition

o Si un polyndme est nul alors tous ses coefficients sont nuls :

n
P:Zaka=0: ap=a1=...=a,=0.
k=0

o Les coefficients d'un polynéme sont définis de facon unique, c’est a dire,

n n
PX) = ZakaZ Z kak - a():bo, a1=b1,..., aann.
k=0 k=0

Démonstration :

3. Degré d'un polynome
Définition

n
Soit P= Y. a;X* un polynéme.
k=0

o Si P n'est pas le polyndme nul, on appelle degré de P le plus grand entier k, 0< k< n, tel que ay #0.
o Si P est le polyndme nul, par convention, son degré est —oo.

On note deg(P) le degré d'un polynome.

, n
Remarque : A Ecrire P= ) aka signifie seulement que deg(P) < n. Par exemple,
k=0

5 1+(-1)F
P=3 #Xk
k=0 2
Définition
o On appelle coefficient dominant d'un polyndme non nul le coefficient du terme de plus haut degré.

o Un polyndme est dit unitaire si son coefficient dominant est égal a 1.

Exemple 1 :
deg(5X*+8X-2) =

deg(12) =

deg(0) =
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Remarque :

Notation : On note IR, [X] I'ensemble des polyndmes de degré inférieur a n.

4. Opérations sur les polynomes

Proposition
La somme, le produit et la composée de deux fonctions polynomiales est une fonction polynomiale.

Remarque : Si f et g sont deux fonctions polynomiales telles que pour tout x € R, g(x) # 0, on sait diviser f par g

pour obtenir ]—C X— % Mais le résultat obtenu n'est pas forcément un polynéme.
g §x
Propriété

p q
Soient P= Y a;X* et Q=Y bXF deux polynémes de degrés respectifs p et gq.
k=0 k=0

max(p,q)

o Somme: P+Q= Y  (ap+bpXk.
k=0

p
o Produit de P par A€R : AP= ¥ AaiXF.
k=0

o Produitde P et Q : PQ=

Exemple 2 : Soient P=X?-5X+2 et Q=2X>-X3+1.
P+Q=

PQ :

Proposition

Soient P et Q deux polynomes.

o deg(P+Q) < max(deg(P),degQ).
En particulier, deg(P+Q) = max(deg(P) ,degQ) lorsque deg(P) # deg(Q) ou lorsque la somme des coeffi-

cients dominants de P et Q est non nulle.

o deg(PQ)=deg(P)+deg(Q).
Si P et Q sont non nuls, le coefficient dominant de PQ est égal au produit des coefficients dominants de

P et Q.
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Exemple 3 : Soient P=2X3-X+1 et Q=-2X3+X+2. deg(P)=deg(Q) =

mais deg(P+Q) =

p q
Démonstration : Soient P= Y a;X* et Q= Y. biXF deux polynémes.
k=0 k=0

o Montrons que deg (P +Q) < max(deg(P),degQ).

o Si P#0 et Q#0 de degrés respectifs p et g.

o SiP=00ouQ=0
siP=0etQ=0

degP+Q) =4  siP#0etQ=0

siP=0etQ#0

o Montrons que deg(PQ) =deg(P)+deg(Q).

o Si P#0 et Q#0 de degrés respectifs p et g.

o SiP=0ouQ=0.
siP=0etQ=0

degPQ)={  siP#0etQ=0

SiP=0etQ#0
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Proposition admise

Soient P et Q deux polyndmes.
deg(PoQ) =deg(P) x deg(Q) ol PoQ est le polynéme défini par PoQ(X) =P(Q(X)).

Proposition

Soient P et Q deux polyndmes, si P et Q sont non nuls alors PQ est non nul.
En d’autres termes (contraposée), si PQ est nul alors P ou Q est nul

Démonstration :

Remarque : Si f et g sont des fonctions on peut avoir f #0, g#0 et fg=0.

Proposition

Soient P et Q deux polynémes. Si PQ=1 alors P et Q sont des constantes non nulles et I'une est I'inverse de
I"autre.

Démonstration :

Remarque :
Cette proposition prouve comme on 1'a déja dit qu'on ne peut diviser un polyndme P par un polynome Q pour obtenir un

autre polyndme, sauf si Q est une constante. Effectivement, si 6 =Px 6 est un polyndme alors 6 est un polyndme tel

1 .
que ) xQ =1, c'estadire Q = constante.

On résumera cette situation en disant que [R[X], 1'ensemble des polynomes, est un anneau (c'est a dire qu'on peut effectuer
l'addition et la multiplication) mais pas un corps (ce qui voudrait dire qu'on pourrait en plus effectuer la division). On peut
rapprocher cette situation de 7 ou I'on peut effectuer 1'addition et la multiplication mais pas la division. En effet, la division

19
de 19 par 3 est — qui appartient 2 @ mais pas a Z. Il faut comprendre que, lorsqu'on apprend la division a I'école, il

1913
1|6

et la division est ici un algorithme qui permet de connaitre le nombre maximum de paquets de 3 objets que I'on peut extraire
d'un groupe de 19 objets.
Ce principe peut étre étendu aux polyndmes.

s'agit de la division euclidienne.
Par exemple, avec 19 et 3, ona:
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II Division euclidienne des polynomes

Théoreme
Soient A et B deux polynémes, avec B #0. Il existe un unique couple de polynémes (P,Q) tel que
A=BQ+R et deg(R) <deg(B).

Exemple 1 : mise ceuvre de la division euclidienne
On considere les polyndmes A =3X* +2X3+ X2 +X et B=X?+3X+2.

Définition divisibilité
Soient A et B deux polynédmes. On dit que B divise A (ou que A est divisible par B ou que A est un multiple
de B) lorsqu'il existe un polynéme Q tel que A=BQ.

On note B|A.

Exemple 2 :

Définition
On dit qu'un polynéme non constant P € R[X] est irréductible dans R[X] si les seuls diviseurs de P sont les
polyndémes constants (et non nuls) et les polynémes de la formes AP ou A€R*.

Exemple3: P=2, Q=X-3, R=X?+1 sont des polynomes irréductibles dans R[X].
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III Racines d'un polynome

1. Définition

Définition
Soit P un polynéme et a un réel.
On dit que «a est racine du polynéme P lorsque P (a) =0.

Exemple 1 : Le polyndme P =3X?—3X -6 a pour racines —1 et 2. Effectivement

Proposition

Soit P un polynéme et a un réel.
o est racine de P si, et seulement si, X—a divise P.

Démonstration : Effectuons la division euclidienne de P par X —a.

Proposition

Soit P un polynéme et ay,...,a, p réels distincts.

p
ag, ...,y sont des racines distinctes de P si, et seulement si, ]_[ X—ay) divise P.
k=1

Corollaire
Soit Pe R, [X].

o Si P a plus de n racines distinctes alors P est le polynéme nul.

o Si deg(P)=n, alors P a, au plus, n racines distinctes.

Démonstration :
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O

Remarque : Cette proposition peut étre utilisée pour montrer que deux polynomes P et Q de R, [X] sont égaux : si il
existe n+ 1 réels distincts o, ...,ap, tels que P(ag) =Q(ax), 0< k< n, alors P=Q.

2. Racines multiples

Définition
Soit P un polynéme et k un entier naturel non nul. On dit que a € R est une racine d’ordre k lorsqu'il existe
un polyndme Q tel que P=X-)*Q et Q(a) #0.

o k est appelé I'ordre de multiplicité de la racine a.
o Une racine d'ordre 1 (resp. 2, 3) est appelée racine simple (resp. racine double, racine triple).

o On dit que a est une racine multiple si son ordre de multiplicité est supérieur a 2.

Remarque : Si o est une racine d'ordre d'ordre k de P alors

Exemple 2 :

o 2 est une racine double de X3 — X2 —8X +12,

o Si P=aX?+bX+c est un trindme du second degré, alors

Théoreme caractérisation des racines multiples

Soient P un polynéme, o un réel et k un entier naturel non nul.
o est racine de P d'ordre k si, et seulement si

P@=P (@=...=P* V=0 et P®@#0.

Exemple 3 : Soit P =X3 - X% -8X +12.
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La démonstration du théoréme sur la caractérisation des racines multiples fait appel a la formule de Taylor qui est présentée
dans le théoreme ci-dessous.

Théoréeme formule de Taylor pour les polynémes

Soit P un polynéme de R, [X]. Pour tout aeR :

" (n)
P (a)(x—a)2+. 2@
2! n!

P=P(a)+P' (a) X—a) + X-a)"

n P(k)(a) &
=L X-o

n
Démonstration : Soit P =Y apX* un polyndme de R, [X].
k=0

oSia=0:

o Si a est quelconque :

Démonstration : (caractérisation des racines multiples)
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Exercices du chapitre 3

Degré d'un polynéme - opérations

Déterminer le degré et le coefficient dominant des polyndmes sui-
vants :

1. X+1)3BX-223-X3;
2. X-2P-X+3)3+15X+1)?;

3. X=-2)"-X+5", neN*;
n

4. [] @X-k), neN.
k=0

En raisonnant sur le degré, déterminer 1'ensemble des polyndmes
tels que
P(x?) = (x2+1)P(x).

Soit n €N, montrer qu'il existe un unique polyndome P € IR ([X]
tel que P-P' =X".

Soit P € R;[X], montrer que le polyndme Q tel que
Q= nXP -X?P/

appartient a IR, [X].

Division euclidienne

Effectuer la division euclidienne de :
1. 3X5-X3+2X%+4 par X2 +1
2. X4 -X343x24+X+1 par X3-1

Apprendre une méthode
Soit e N* et A= (x—2)%"+x-3.

1. Soit Bj = X-1)(X~-3) et R le reste de la division eucli-
dienne de A par Bj.

(a) Montrer que deg(R) <2.
(b) En déduire que R est de la forme aX+ b, (a,b) € R2.

(c) Enévaluant A en 1 eten 3 montrer que a et b vérifient
le systeme :

—-a+b=-3
3a+b=1
puis en déduire R.

2. Soit By = (X—1)2(X+2) et (Q,R) € RIX]? l'unique couple
telque A=B2Q+R et deg(R) <deg(B>).

(a) Montrer que deg(R) <3 eten déduire que R est de la forme
aX?+bX+c, (a,b,c)eR3.

(b) En utilisant I'expression A =B,Q+R ainsi que celle de A’
montrer que a, b et c¢ sont solutions du systeme :

a+b+c=-1
4a-2b+c=16"-5
2a+b=-2n+1

(¢) En déduire R.

3. Soit B3 = X—1)3. Déterminer le reste de la division eucli-
dienne de A par Bj.

Prérequis

Les nombres complexes

Soit n € IN*. Déterminer le reste de la division euclidienne de A
par B lorsque A=X2"+2X"+1 et B=X%+1.

Racines d’'un polynéme

Soit P =X*-9X3 +30X? — 44X + 24.
1. Montrer que 2 est racine de P.
2. Donner son ordre de multiplicité.

3. Factoriser P.

Déterminer l'ordre de multiplicité de la racine 1 de

X" _(n+ )X +n.

Montrer que pour tout n > 4,
Py =nX"2—(n+2) X"y (n+2)X-n
est divisible par (X—-1)3.

Soient (a,b) € R? et P = X3 — gX + b. Donner une condition
nécessaire et suffisante sur (a,b) pour que P soit divisible par
X-1)72.

Montrer que si un polyndme P vérifie P (X+ 1) =P (X) et admet
une racine alors P = 0.

nxk

Montrer que, pour tout 7 € N*, le polyndme P, = Z o ne
k=0 ™*
peut qu'avoir des racines simples.



Soit n>2 et Py =X+1)"-X"-1.

n
1. (a) Exprimer P, al'aide des coefficients binOmiaux (k)
(b) En déduire le degré de P, ainsi que son coefficient domi-
nant.
(c) Montrer que X divise Py,.

2. (a) Déterminer les valeurs de n pour lesquelles P est di-
visible par X + 1.

(b) Le polynéme P, peut-il étre divisible par (X+1)2?
15

On considere la suite (Py),cy de polyndmes définis par

Pp=1, P1 =X
VneN, Pyyo =2XPy,41 - Py

1. Déterminer les polyndmes Py et P3.

2. (a) Pourtout neN, déterminer le degré du polyndme Pj;.
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(b) Conjecturer une expression du coefficient dominant en fonc-
tion de n € IN, puis démontrer cette conjecture a 1'aide d'une ré-
currence.

3. Montrer que pour tout n € IN et pour tout 6 € R,
Py (cos(0)) = cos(nb).

4. (@) Pour n € N* fixé, résoudre dans [0;m] 1'équation
cos(nx) =0 et donner le nombre de solutions.

(b) En déduire les racines de P, pour ne IN*.

(c) Montrer que toutes les racines appartiennent a 1'intervalle
1-1;11.

5. Pour tout n €N, en déduire une factorisation de P.

6. Montrer que pour tout n € N*,

I] cos

n-l ((2k+1)n)
k=0 n

=(=D" an_l cos(%).

7. (a) Montrer que pour tout 6 € R,
sin () P, (cos (0) ) = nsin (n0).

(b) En faisant tendre 6 vers 0, en déduire P'n(l).
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Limites et continuité

Remarques préliminaire :
o Dans ce chapitre, T désigne un intervalle de R, non-vide et non réduit a un point.

o L'intérieur de I est l'intervalle ouvert de mémes bornes que I (finies ou infinies).

[I Limite d'une fonction ]

1. Limite en un point

Définition
Soit f une fonction définie sur I et xp un point de I ou une extrémité de L
On dit que f admet une limite finie € en xo si:
Ye>0, Ja>0, Vxel, [x—xl<a = |f(x)-£| <e.

On note xli_gclof(x):ﬂ ou lixlglf(x)zﬁ ou f(x) x:;oe'

Remarque :
o Une autre formulation couramment employée est
Ye>0, Ja>0, Vxeln[xg—o;xo+al, |f(x)—¢| <e.
o Il faut garder en téte que | fx)- €| < € est un encadrement de f (x) et |x — xp| < o un encadrement de x :

[f-€<e = t-e<f0)<L+e et [x—xl<a <= x-a<x<x+a
Illustration

o xp€el o xp¢I (xp estune borne)

1t - - -
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Exemple 1 : Fonctions qui ne posseédent pas de limite en Xj.

1 N n (gf
ér
al 0
I
2 N
' |
X0 -1
Théoréme unicité de la limite

Soit f une fonction définie sur T et xo un point de T ou une extrémité de I.

o Si f admet une limite € en x( alors cette limite est unique.

o Side plus xp €1 alors la limite de f en Xy est nécessairement f (xo).

2. Limite a droite, limite a gauche

Définition limite a droite, a gauche

Soient xp un point de T et f une fonction dont I'ensemble de définition contient T\ {xg}.

o Si xo n'est pas |'extrémité gauche de I, on dit que € est la limite a gauche de f en xp si la restriction de
f a In]l—oo; xo[ admet € pour limite en xo.

On note lim f(x)=¢ ou lim f(x)=¢ ou limf(x)=¢ ou f(x) — ¢.
X=X J)Cc:))cc(? Xy X=X

o Si xp n'est pas I'extrémité droite de I, on dit que € est la limite a droite de f en xp si la restriction de
f a Inlxy; +ool admet £ pour limite en xo.

On note lim+f(x)=€ ou }Ln}of(x)zk ou lilpf(x):f ou f(x) — 0.
Xo

— —
X XO Xo<x X JCO

Remarque : On a les équivalences suivantes :

o si xp n'est pas l'extrémité gauche de I,

lim f(x)=¢ < Ve>0, Ja>0, Vxel, -a<x-x <0 = |f(x)—€|<s
x—»xo

o si xp n'est pas l'extrémité droite de I,

lim f(x)=€ < Ve>0, 3a>0, Vxel, 0<x-x <a = |f)-€ <e
x—>x0



I Limite d'une fonction

Exemple 2 :

-1 +

Propriété

Soit xp un point intérieur 3 I et f une fonction définie sur L
li =
xir%f(x) 4

lim f(x)=¢ < { lim f(x)=¢
X—Xo x—xg

f(x0)=¢

Exemple 3 :

N ~ '

(0] X0 O X0 O Xo
Définition extension de la limite en un point

Soit xp un point intérieur a T et f une fonction définie sur T\ {xg}.
On dit que f admet pour limite € en xy lorsqu’elle admet une limite a droite et une limite a gauche en xy et
que ces deux limites sont égales a ¢.

Exemple 4 :

242x-3
o On considere la fonction f définie sur R\ {1} par f(x) = “fx

. Etudions la limite au point x = 1.
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. Etudions les limites au point xo = 0.

. , 3x% +2Vx?
o On considere la fonction f: x— ———
X

3. Extension de la notion de limite

(a) Fonction tendant vers une limite finie a l'infini.

Définition
Soit f une fonction définie sur L.

o Si I est un intervalle non majoré, on dit que f admet £ pour limite quand x tend vers +oo lorsque

Ye>0, A€ R, Vxel, x>A = |[f(x)—¢|<e

o Si I est un intervalle non minoré, on dit que f admet ¢ pour limite quand x tend vers —oco lorsque

Ye>0, JAER, Vxel, x<A = |f(0)-¢|<e

(b) Fonction tendant vers I'infini quand x tend x,

Définition
Soit xp un point de I ou une extrémité de I et f une fonction définie sur I\ {xp}.

o On dit que f admet +oo pour limite quand x tend vers xy lorsque
VA>0, da>0, Vxel\{xp}, [x—xl<a = f(x) > A

o On dit que f admet —oo pour limite quand x tend vers xy lorsque
VA>0, Ja>0, Vxel\{xp}, [x—xp/<a = f(x) <-A

Remarque : On pourra considérer,
o si xo n'est pas l'extrémité gauche de I, la restriction de f a In]—oo; xp[ et écrire lim f (x) = *oo;
x—»xo

O si xp n'est pas I'extrémité droite de I, la restriction de f a In]xg; +ool et écrire lim f (x) = *oo;
x—»xO

1 1
Exemple 5: lim — =-oc0 et lim — = +o0.
x—0" X x—0t X
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(c) Divergence en l'infini

Définition

Soit f une fonction définie sur L.

o Si I est un intervalle non majoré, on dit que f tend vers +oo (resp. vers —oo) quand x tend vers +oo

lorsque

VA >0, JA€R, Vxel, x>A = f(x) > A’

(resp. VA'>0, A€ R, Vxel, x>A = f(x)<-A')

o Si I est un intervalle non minoré, on dit que f tend vers +oo (resp. vers —oco) quand x tend vers —oco

lorsque

VA >0, JA€R, Vxel, x<A = f(x) > A

(resp. VA'>0, JA€ R, Vxel, x<A = f(x) <-A')

4. Opérations sur les limites

Dans la suite, o désigne : —oco, +oo, unréel xp, x, ou xg .
f et g sont deux fonctions, [ et I’ sont deux réels.

lim f(x) l I#0 0 +00
X—Q
lim g (x) I'#0 0 0 I'#0
X—Q

lim (f(x) + g(x))

chilré(f(x) x g(x))

lim &
X—a g(x)

(%)

I'#0 0

—00 +00

+00o

(*) Dans cette ligne on considere que, lorsque g (x) tend vers 0, son signe reste constant.

Propriété

a, b et c représentent des réels, —oo ou +oco. f et g sont des fonctions.

Si i{r}lf(x)zb et chlil}og(x)zc alors )lcl_rg(gOf)(x)zc.

1
Exemple 6 : lim xsin(—)
X—+00 X

—00
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Propriété

a et b représentent des réels, —oco ou +oo. f est une fonction définie sur I et (u;) est une suite dont tous
les termes, a partir d'un certain rang, appartiennent a 1.

Si nLHPoo U, =a et 316111; f(x)=b alors nl—lvr-ll:loo flup)=b.

5. Théoremes de comparaison

Théoréme

o Cas d'une limite finie (théoréme des gendarmes) :

f, u et v sont trois fonctions, a représente un réel, —oo ou +oco et [ est un nombre réel.
Si o pour tout réel x voisin de a, u(x) < f(x) <v(x)
o lim u(x)=1
X—a
o lim v(x)=1
X—d

alors )lclil}z f)=1.

o Cas d'une limite infinie

f et u sont deux fonctions, a représente un réel, —oco ou +oco

Si o pour tout réel x voisin de a, u(x) < f(x)

o lim u(x) =+oco
X—a
alors lim f(x)=+oc0.
X—a
Si o pour tout réel x voisin de a, f(x) < u(x)

o lim u(x)=-oc0
X—a

alors lim f(x) =-o0.
X—a

Exemple 7 : Soit f: R* - R . Déterminons lin%) fx).
x—>

X — x2 sin(%)

II Continuité

1. Continuité en un point
Définition

On dit qu'une fonction f, définie sur un intervalle T contenant xp, est continue au point xo lorsque f admet
une limite en xp. On a alors lim f(x) = f (xp).
X— X0
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Exemple 1 : La fonction partie entiere. On considere la fonction x — [x|. On rappelle que [x] est égal au plus grand
entier inférieur ou égal & x, [x] est donc l'entier tel que |x] < x < |x]+1.

3 1 - Etude de la continuité en un point entier n :
2 + —
1 + o—<
—t— ——
3 2% 1 2 3
—<2 +
—<C -3

Définition
Soit f une fonction définie sur I et xp un point de L
o Continuité a gauche

Si xp n'est pas |'extrémité gauche de I, on dit que f est continue a gauche en xq si la restriction de f
a In]—o0; xg] est continue en Xxp.

f est continue a gauche en xy équivaut a lim f(x) = f (xp).
X—')CO

o Continuité a droite

Si xp n'est pas I'extrémité droite de I, on dit que f est continue a droite en xq si la restriction de f a
IN[xp; +oo[ est continue en Xxp.

f est continue a droite en xy équivaut a lim+f(x) = f(xg).
X—’JCO

Remarque : Il résulte de cette définition que f est continue a gauche et a droite au point Xy si, et seulement si, f est
continue au point xp.

Exemple 2 : En tout point de 7, la fonction partie entiere est continue a droite mais pas a gauche.

2. Prolongement par continuité
Définition
Soit xp un point d'un intervalle T et f une fonction définie sur I\ {xo} telle que xhn)} f(x) existe et soit égale
— X0
a L.
On appelle prolongement par continuité de f au point xy la fonction f définie sur I par
_ lim f(x)=£€ si x=x
fx)={*"%
f(x) Si X =4 X0

La fonction f est continue en Xo.

Exemple 3 :

L (1
o On considere f: xHxsm(— .
X
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o Prolongement de la fonction fy: x— x* en 0 pour a >0 (prérequis : les fonctions In et exp).

3. Opérations sur les fonctions continues en un point

Propriété opérations - composition

Soient f et g sont deux fonctions continue au point xg et A€ R.
0 Les fonctions Af, f+g, et fg sont continues au point Xxp. Il en est de méme pour ! si g (xp) #0.
8

o Si f est continue au point xy et g continue au point f(xg) alors go f est continue au point xp.

IIT Continuité sur un intervalle

1. Définition, premieres propriétés

Définition
On dit qu’une fonction f est continue sur un intervalle T si f est continue en tout point de L
On note C(I,IR) I'ensemble des fonctions continues sur l'intervalle I.

Propriété Opérations

Soient f et g deux fonctions continues sur 1, et A€ R.

o Af, f+g et fg sont continues sur I.

o Si g nes'annule par sur I, alors = est continue sur 1.

Propriété Composition

Soit J un intervalle. Si f est une fonction continue sur I telle que f(I) <], et si g est une fonction continue
sur J, alors go f est continue sur I.
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Théoréme Continuité des fonctions usuelles

Les fonctions  polynomiales, rationnelles, trigonométriques, logarithmes, exponentielles, ainsi que la
fonction valeur absolue sont continues sur leur ensemble de définition.

. . T T
Exemple 1 : Montrons que la fonction f: x— (tan (x) )2 est continue sur ]_E ; 5 [

2. Théoréeme des valeurs intermédiaires

Théoréme

Soient a et b deux réels tels que a< b.
Si f est une fonction continue sur [a; b] alors pour toute valeur k comprise entre f(a) et f(b) il existe
ce€la; D] tel que k= f(c).

Remarque :

[m}
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Démonstration : Supposons que f(a) < f(b).

Soit k€ [f(a); f (b)]. Démontrer ce théoréme revient & montrer que I'équation k = f (x) admet une solution dans [a; b].
Pour prouver I'existence de cette solution nous allons procéder par dichotomie.

Considérons les deux suites (a,) et (b,) définie par ayp = a, by = b et les relations de récurrences :

si si

ap+1 = ) bn+1 =

sinon . sinon.

o Etablissons que (a,) et (b,) sont adjacentes.
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o Montrons par récurrence que : YVre N, f(a,) < k< f(by).

o Conclusion :

Corollaire

Si f est une fonction continue sur un intervalle T alors f(I) est un intervalle

Démonstration : Rappelons la propriété caractéristique d'un intervalle :

I est un intervalle de R < (V(a,b)elz, a<b= la;b]cl).

Remarque :

o Iet f(I) ne sont pas forcément de méme nature. On considére f: x— x? qui est continue sur RR.

o La fonction partie entiere x— [x]| n'est pas continue sur R, [IR] =7 n'est pas un intervalle.
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3. Image d'un segment par une fonction continue

Définition

Un segment est un intervalle de la forme [a; b] ol a et b sont des réels tels que a < b.

Théoréme admis

Si f est une fonction continue sur un segment [a; b] alors f([a; b]) est un segment. C'est a dire que f est
bornée sur [a; b] et atteint ses bornes.
En posant m= min (f(x)) et M= rr[la)z](f(x)) ona f(la;bl)=[m;M].

Xela,

x€la;b]

Exemple 2 : (contre-exemples)

. L . PP 1
o Casou f n'est pas définie sur un segment. On considere la fonction f définie sur ]0; 1] par x— —.
X

o Casou f est définie sur un segment mais n'est pas continue sur celui-ci.

4. Fonction continue et bijective

Rappel(s)
o Si f:1—7] est une bijection alors elle admet une fonction réciproque f~':J—1 et

Vxel, Vye], y=f(x) < x=f_1(y),

o deplus f(f71(y))=y et f(fx)=x

Théoreme

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle T alors
o f réalise une bijection de I sur l'intervalle f(I);

o f7!, la bijection réciproque, est continue, strictement monotone et de méme variation que f sur f(I).

Démonstration : Supposons f strictement croissante sur I.

o Montrons que f est bijective.
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o Montrons que f~! est strictement croissante sur f (I).

o Montrons que f‘1 est continue sur f(I).

Supposons que I est du type ]a; b[, ou, éventuellement, a = —oo et b = +oo.




Chapitre 4

Proposition

Soient a et b deux réels tels que a< b, et, éventuellement, a=—oco et b= +oo.

Intervalle image f(I)

f

la; b

la; bl

la; b|

la; b|

f strictement croissante

f strictement décro

issante

Exemple 3 :

o Soit f:]-1;4+00[— R
1
X— —
1+x
T T
o Soit :[——;—]—»]R
! 22 .
X — sin (x)
.
..... 5'- .......... HEEEE e
..... 1_ ..........
: : : : : i
T[ ................... e |
. _§ . . . N
i : i : i H
I I T : T e
2. 5. -1 20 e
o : f : :
. _._,1_ ........................
............... P R
T2 T
G T




Exercices du chapitre 4

Définition de la limite (b) Trouver un réel a strictement positif tel que |x| < a soit
une condition suffisante pour avoir

‘ 1 1

- -4
h(x) 5 '

<

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =|x—1|+]x|.
1. Donner l'expression de f (x) sans les valeurs absolues. . .
Calculs de limites
2. En utilisant la définition, démontrer que lirg f=1
X—0—
3. En utilisant la définition, démontrer que hr& f=1
X—

4. En déduire la limite de f en 0. B

Etudier la limite de la fonction f au point xy dans les cas sui-

n vants :

Soit f la fonction définie sur R* par 3x3-3x% +2x-2
1. f(x)=2—, xp=1;
—x45 xXc+x-2
fo)=—— x*-81
2. f)=———————— xp=3;
: - —x3+2x2+2x+3
1. Déterminer une condition suffisante du type —107" < x <0,
ou neN, pour que f(x)<—105. 3. f)= x-;—Z , Xp=-2;
Vxc—4
2. Montrer en utilisant la définition que
x—1
li B 4. fx)= VX , Xo=1;
xin()l_f(x) = —o00. 21
5. foo 3% +5x +2| .
. X)=——, x9=-1;
[ .
Montrer en utilisant la définition que 6. f(x)= L, X0 =0;
X+ | x|
2 .
Vxe+1-1 sin (x) —cos (x) T
fix— ——— 7. f)=——F— xo:Z'
X Yo :

admet une limite ¢ en 0.

Calculer en fonction du réel a la limite
1. (a) Soient f et g deux fonctions définies sur IR et xp un

. . 2
réel tels que : m sin (ax) —sin (x?) .

X—a a—-x
Ve>0, VxeR, |x—xl <56 = |f(x)-2|<e
et .
Ve>0, VxeR, Ix—xo|<§ EES |g(x)—1|<e Déterminer
Trouver une condition suffisante du type |x— xo| < a pour que lim Vi + b2 +x+1-xvVxrl
|f (0 +g(x)-3] <1075, x—t00
(b) f et g étant deux fonctions définies sur IR ayant respec- selon les valeurs de b € R.
tivement au point xo les limites ¢ et £/, montrer que pour tout
réel € >0 si, d'aprés bac E, Reims 1978
€ €
lfo-t<5 et [gw-0]<3

alors Continuité en un point

[f+g-0-0|<e.
En déduire que f+ g admet pour limite £+ ¢’ en xj.
2. Soit &k une fonction définie sur R telle que n

Soit f la fonction définie sur [—1;1] par

Ve>0, VxelR, |x| <= = |h(x)-5|<L¢&.

w|m

f)=lxl-[1-x].
(a) Trouver unréel m >0 tel que

1 Etudier la continuité de f aux points —1, 0 et 1.
VxeRR, |x| < 3 = h(x) > m.
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3n
T =t 21

A
h

NlE 4

La fonction f représentée ci-dessus est définie par

sin
flx)= {
0

ou x~— |x] estla fonction partie entiere, c'est a dire que [x] est
le plus grand entier relatif inférieur ou égal a x.

(x{EJ) si x€]0;2m]

six=0

1. Montrer que, pour tout ¢ € R,
t-1<|tJ <t

2. Déterminer la limite quand x tend vers 0 par valeurs supé-
rieurs de la fonction définie sur ]0; 2] par

ea]2)

En déduire la continuité de f al'origine.
‘ P L
3. (a) Résoudre dans [0; 2m] 1'équation {;J =0.

(b) Résoudre dans [0; 2m] I'équation L;J =k, ou ke N*.

(¢) Donner I'expression de f (x) sur les intervalles ]g, g] et
bl

—;m|.

7]

4. (a) Donner 'expression de f(x) sur ]
ol ke N*.

noon ]
k+1’

(b) Faire 1'étude de la continuité en tout point de 1'intervalle
[0; 2m].

5. Soit k€ N*. On pose

Vi = liT+f(x).

x—»F

Montrer que le point My, (% ; yk) appartient a une courbe dont

on précisera 1'équation.

Etudier la continuité de f: [-1;2] — R
1 1
,_,_ILXJ( _ __)+_
x— (D | x - Lx] 5*3

Prolongement par continuité

11

Trouver xhn} f (x) etdéterminer un prolongement par continuité
—X0

en xp de lafonction f dans les cas suivants :

B-x2-x-2

1. fix— , Xp=2.

x—2

V2x—-2
2. fix—> —, xp=2.
! Vx+7-3 0

12

Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par
1
— 2|2
f)=x LCJ .
1. Montrer que :
Vx€]0; +ool, x—x2 < f(x) < x.

2. Peut-on prolonger f par continuité en 0 ?

Continuité sur un intervalle

13

Soit f une application continue de [0; 1] dans [0;1] et g l'ap-
plication définie sur [0; 1] par

gx)=f(x)—x.

1. Donner le signe du produit g(0) g (1).

2. En déduire que 1'équation f (x) = x admet au moins une solu-
tion dans [0; 1].

X

Prérequis

les fonctions exponentielles et la fonction In.

Partie A
Soit F l'ensemble des applications f continues de R dans R
qui vérifient

{V(x,y)EIRZ, fa+y) flx-y)=(F0 £ ()
F0)>0

1. Vérifier que la fonction x — 2% appartienta E
2. Montrer que si f €F alors, pour tout x € R,

@ [WfE0=(FOf @)

) (W)= 0f )

© fe0fO=(f)

3. Montrer que f(0) =0 si, et seulement si, f est l'application
identiquement nulle noté 0.

4. Soit f €E Onsuppose que f s'annule pour une valeur a # 0.



Exercices

(a) On considere la suite (1) définie par

a
VneNN, unzz—n.

Montrer par récurrence que
vneN, f(uy)=0.

(b) En déduire que si f s'annule alors f =0.

5. Soit f€E On suppose que f #0.

(a) Calculer f(0).

(b) Montrer que Vx€eIR, f(x)>0.

(c) Montrer que f est paire.

Partie B

Soit G l'ensemble des fonctions g de IR dans IR définies par
IfeF\{0}, VxeR, g(x) =In(f (x).

1. Montrer que tout élément de g de G vérifie la relation :

V(x,y)eR? g(x+y)g(x—y)=2(g @ +g(y)).

2. Déterminer g(0) et montrer que g est une fonction paire.

3. Montrer que

VneZ, VxeR, gnx) = nzg(x).
4. (a) Montrer que

VreQ, VxeR, g(rx) = rzg(x).

(b) On pose g(1) =A. en déduire que Vre @, g(r) = Ar2.
En déduire f(r) pour tout r € Q).

d'apreés bac C, Lille 1977

[ 15
Soit f:[0;8] - R
x — |x% - 6x|

1. EBtudier la continuité de f sur I=1[0;8].
2. Etudier les variations de f et déterminer f (I).

3. Soit m un réel compris entre f(0) et f(8). Déterminer
suivant les valeurs de m le nombre de solutions de l'équation

f(x)=m.

Soit f la fonction définie sur R par

x2

1+x2°

f)=

1. Montrer que f est continue sur R.
2. (a) Etudier les variations de f.
(b) Déterminer l'image J de R par f.

3. Soit m un réel appartenant a J, déterminer le nombre de so-
lutions de I'équation f (x) = m.

4. (a) Déterminer un intervalle I, le plus grand possible, tel
que la restriction de f|; de f a I soit une bijection de I sur
J'=fhi®.

(b) Exprimer, pour tout x€J', fI; L(x).

Soit f la fonction définie sur R par
) =xlx|.

1. Montrer que f est une bijection de IR dans R.
2. Déterminer les variations de f~1.

3. Donner l'expression de f~! (x).

1. Soit f la fonction définie sur [—g ; g] par
f(x)=sin(x).

. . T T
(a) Montrer que f réalise une bijection de [—E; 5] sur
[-1;1]. On notera arcsin sa fonction réciproque.

(b) Déterminer les variations de arcsin.
2. Soit g la fonction définie sur [0; ] par
g(x) =cos(x).
(a) Montrer que g réalise une bijection de [0; m] sur [—1;1].
On notera arccos sa fonction réciproque.
(b) Déterminer les variations de arccos.
3. Montrer que pour tout x € [-1;1],
(a) arcsin(—x) + arcsin (x) = 0;
(b) arccos(—x)+arccos(x) =;

. L
(c) arcsin(x) + arccos (x) = 3

Soit f la fonction définie sur IR par

1. Montrer que f admet une application réciproque f~1 définie
sur un intervalle J que I'on précisera.

2. Donner l'expression de f~! (x) pour tout x €]J.

On considere les fonctions

@:R—1[0;1] et h:[0;1] —1[0;1]
x— x—|x] x—|2x—-1]|

1. Soit f=ho.
(a) Montrer que f est continue sur R.

(b) Montrer que f admet le réel 1 pour période.

(c) Montrer que f est une fonction paire.

2. Soit F larestrictionde f ausegment . Montrer que F

1
0; -
2

admet une fonction réciproque F~1 dont on précisera l'ensemble
de définition et I'ensemble image.

3. Soit g=Flof.

(a) Montrer que g est définie et continue sur IR.
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(b) Montrer que g est périodique de période 1. etde k dans les deux cas suivants :
, 1 1
(c) Montrer que g est paire. xe k;k+§ , XE€ k_i;k .
(d) k étant un entier relatif, exprimer g (x) en fonction de x d'aprés bac C, Dijon 1977



Dérivabilité

Dans ce chapitre, I désigne un intervalle de IR non-vide et non réduit a un point.

[I Dérivabilité en un point ]

1. Définition

Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et xp un point de I.
On dit que f est dérivable en xq lorsque la fonction

t: I\ {xo} = R
f(x) = f(x0)

X=X

X —

admet une limite finie en xg.
Quand c'est le cas, on appelle cette limite nombre dérivé de f en x( et on note
. (x) = f (x0)
f(x0) = lim M‘
X—Xo  X— X

Remarque :
J(x) = f (x0)
- X=X
o Il est possible de se ramener au voisinage de 0 en effectuant le changement de variable x = xo + h.
Pour tout h #0 tel que xo+hel
fF)=fxo0)  flxo+h)—fxo) fxo+h) - f(xo)
x-Xx  Xxo+h—-xg h
et 1'étude de la dérivabilité en xy se ramene alors a 1'étude de
lim f (xo+ h) = f(xo) .
h—0 h

L x est appelé le taux d'accroissement (ou de variation) entre x et xg.
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Exemple 1 :

o Montrons que f: R —-R est dérivable en 2.
x— x3-2x*>+3x—6

. . x’+y/x-18
o Déterminer lim ——— .
x—4 x—4

2. Dérivabilité a droite, a gauche

Définition dérivabilité a droite, a gauche
Soit f une fonction définie sur un intervalle T et xo un point de I.

o Si xp n'est pas I'extrémité gauche de I, on dit que f est dérivable a gauche en xj lorsque la fonction

t:I\{xo} = R
e J () = f (x0)
X— X0
admet une limite a gauche xg.

o Si xp n'est pas |'extrémité droite de I, on dit que f est dérivable a droite en xo lorsque la fonction

t:I\{xo} = R
e J(x) = f (xo)
X— X0
admet une limite a droite x.

Lorsqu’elles existent, les limites & gauche (resp. a droite) en X, notées fg (xo) (resp. f;(xo)) sont les nombres
dérivés a gauche (resp. a droite) de f en x.

Remarque : f est dérivable a gauche (resp. a droite) en xy équivaut a dire que la restriction de f a In]—oo; xp] (resp. a
IN[xg; +oo[) est dérivable en xj.



I Dérivabilité en un point

Proposition

Soit xp un point intérieur 3 I. f est dérivable en xj si et seulement si f est dérivable a gauche et a droite en
Xo et que

[ (x0) = fg (x0).

On a alors

I (x0) = £ (x0) = fg (x0).

Exemple 2 :

o f:IR —TR n'estpas dérivable en 0.
X = |x|

o f:R*—>TR estdérivable en 0.

X = |x]
0 six<O0 .
o frx— ; est dérivable en 0.
xsin(x) six>0

o f:x— /x n'est pas dérivable en 0.

3. Interprétation graphique

(a) Si f est dérivable en x; alors ‘Kf admet une tangente au point My (xo; f (xo)) d'équation

(b) Si f n'est pas dérivable en xy on peut avoir plusieurs cas, par exemple :

o si f estdérivable a droite et a gauche en xo mais que f (xo) # fé (xp) alors
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o si f n'est pas dérivable a droite (resp. a gauche) mais que

lim M = +00 (resp. lim_M = ioo)
x—xg X—Xo X=X, X — Xo

alors

Exemple 3 :

4. Développement limité d'ordre 1

Théoréme

Soit f une fonction définie sur un intervalle T et xo un point de L

il existe £ € IR et une fonction e: I — IR tels que
f est dérivable en xy <= { Vxel, f(x)=f(xo)+£(x—xp)+ (x—X0) € (x)

lime(x)=0
X—Xo

Dans ces conditions, [’ (xg) =¢.

Remarque : En considérant le changement de variable x = xo+ & et l'intervalle J = {h | xo+he I}, ce théoreme peut se
réécrire :
il existe £ € R et une fonction €: ] — IR tels que
f est dérivable en x; < Vhe], f(xo+h) = f(x0) +Lh+ he(h)
lime(h)=0
h—0

Démonstration :



I Dérivabilité en un point

Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et xp un point de I.

Vxel, f(x)=f(x0)+L€(x—xp)+ (x—xp)€(x)
Lorsqu'il il existe €€ IR et une fonction €: I — IR tels que .
Jcll{gcloa(x) =0

on dit que f admet un développement limité d'ordre 1 au point xp.

Remarque :
o Si f admet un développement limité d'ordre 1 en x( alors ce développement limité est unique.

o Si f admet un développement limité d'ordre 1 en x( alors f(xg) + €(x—xp) est une valeur approchée a
[(x —xp) € (x)| pres de f(x).

Développement limité d'ordre 1 des fonctions usuelles en 0

I fonctions

I=R sin(x) =

I=R cos(x) =
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Exemple 4 : Utilisation des développements limités pour déterminer la limite de

I fonctions
I=R e’ =
I=]-1; +ool In(1+x) =
I=]-1; +oo[, a€R 1+x)%=
1

I=]-1; 400, x=-1 —=

In(h)

V2-h?-

en 1.

II Fonctions dérivées, opérations sur les dérivées

1.

Définition

Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle 1. On dit que f est dérivable sur T lorsque f est dérivable en tout
point de I. On appelle alors fonction dérivée de f, que I'on note f’, I'application de I dans IR qui a tout réel

x de I associe f'(x).



II Fonctions dérivées, opérations sur les dérivées

2. Somme, produit, quotient

Proposition

Si f et g sont deux fonctions définies sur un intervalle I et dérivables en xp €l alors :
o f+g est dérivable en xo et (f+g) (xo) = f' (x0) + & (x0);
o kf, ol k est un réel, est dérivable en xq et (kf)'(xo) =kf (x0);

fg est dérivable en xo et (fg) (xo) = f (x0) g (x0) + f (x0) &' (x0) ;

o
o si de plus g(xp) #0 :
/ /
o l est dérivable en xg et (l) (x0) = — g (x0)2,
(g (x0))
! 7 _ /
o I est dérivable en xg et (j—r) (x0) = " (x0) g (x0) f(zxo)g (xo)‘
< (g (x0))

Corollaire

Si f et g sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I alors :
o f+g est dérivablesur T et (f+g) =f+g ;

o kf, ol k est un réel, est dérivable sur I et (kf)':kf’ 0

(]

fg est dérivable sur 1 et (fg) =f'g+fg";

o si de plus g ne s’'annule pas sur I :
1 1 ! /
o — est dérivable sur I et (—) =—% ;
8 8 8
/ I o /
o ]—C est dérivable sur T et (i) =M.
8 g 8
3. Composée
Proposition nombre dérivé d'une fonction composée

Soient T et J deux intervalles, f une application de I dans J et g une application définie sur J.
Si f est dérivable en xp€l et g en f(xg) alors gof est dérivable en x; et

(gof) (x0) = &' (f (x0)) x f' (x0)-

Démonstration :
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Corollaire

Soient I et J deux intervalles, f une application de I dans J et g une application définie sur J.
Si f est dérivable sur I et si g est dérivable sur J alors go f est dérivable sur I et

(gof) =(g'of)x [

Exemple 1 :

o Soit f:]0;4+oc0[— R

. (1)
X— XS | —
X

o Soit f:R—R

2
x— er

o Dérivée de In|u| sur un intervalle I ot u est une fonction définie et dérivable sur I qui ne s'annule pas.




II Fonctions dérivées, opérations sur les dérivées

4. Fonction réciproque et dérivation

Proposition nombre dérivé d'une fonction réciproque

Soit f une fonction continue et strictement monotone de l'intervalle T sur l'intervalle J= f(I) et dérivable en
Xxp €1.
7! est dérivable en yg = f (x0) < [’ (x0) #0.

Dans ce cas,
1

(F) () = )

Démonstration :
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Corollaire

Si f est une fonction dérivable et strictement monotone de l'intervalle 1 sur l'intervalle J= f(I) et si f' ne
s'annule pas sur 1, alors la fonction f~! est dérivable sur J et

“1y/ _ 1
(f ) - f’ ® f—l :
Exemple 2 : Retrouvons, a 1'aide du corollaire précédent des résultats déja connus :

o Dérivée de x— /x. La fonction racine carrée est la fonction réciproque de la fonction f: R* — R*
2
X—X

o Dérivée de x— {/x, ne€N*. La fonction racine n-ieme est la fonction réciproque de la fonction f: R* — R™*
n
X—Xx




II Fonctions dérivées, opérations sur les dérivées

5. Dérivabilité et continuité

Théoréme

Soit f une fonction définie sur un intervalle I
o Si f est dérivable en un point xp €1 alors f est continue en Xp.

o Si f est dérivable sur un intervalle I de R alors f est continue sur L.

Démonstration :

Remarque :
o La réciproque est fausse, une fonction peut-&tre continue en un point sans y étre dérivable.
o Une fonction dérivée n'est par forcément continue.

1
Par exemple, soit f la fonction définie sur R par f(x) = x%sin (—) si x#0 et f£(0)=0.
X

Définition
On dit que f est de classe C! sur I si elle est dérivable sur T et si f’ est continue sur I. On note C!(I,IR)
I'ensemble des fonctions de classe C' sur 1.

6. Dérivée successives

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

Si f' est dérivable sur I alors f admet une dérivée seconde notée f.

Si f est n fois dérivable sur I, on note £ la dérivée n-ieme de f sur I :

£ (Y.
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III Théoremes généraux

1. Extremum local (rappel)

Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle 1. On dit que f admet un maximum local (resp. un minimum local)
en xg€l, lorsqu'il existe a >0 tel que

Vxeln[xo—a;xo+al, f(x)<f(xo) (resp. f(x)= f(xo)).

Théoréme

Soit f une fonction définie sur un intervalle T et xo un point intérieur a I en lequel f est dérivable.
Si f admet un extremum local en xq alors f’(xp) =0.

Démonstration : Supposons que f présente en xo un maximum local.

2. Théoréme de Rolle

Théoréme

Soient a et b deux réels tels que a<b et f une fonction définie sur [a; b].
Si f est o continue sur [a; b];
o dérivable sur ]a; b[;

o telle que f(a)=f(b),

alors il existe c€]a; b[ tel que f'(c)=0.

/ -

Illustration :




IIT Théoremes généraux

Démonstration :

Exemple1: f:x— (x+1)(x—1) est

3. Accroissements finis

Théoréme des accroissements finis

Soient a et b deux réels tels que a<b et f une fonction définie sur [a; b].
Si f est o continue sur [a; D] ;

o dérivable sur ]a; b,

alors il existe c€la; b[ tel que f(b)—f(a)=(b-a)f (c).

Illustration :

Démonstration :
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Exemple 2 : Soit f la fonction définie sur R par f (x) = x2. On considere deux réels a et b tels que a < b.

Théoréeme inégalité des accroissements finis

Soient a et b deux réels tels que a<b et f une fonction définie sur [a; b].
Si [ est o continue sur [a; b];
o dérivable sur ]a; b[;

o telle que Vxela;bl, m< f'(x) <M, ot m et M sont deux réels,

alors mgng.
b-a

Remarque : Une autre formulation équivalente est :
Soient a et b deux réels tels que a < b et f une fonction définie sur [a; b].
Si f est o continue sur [a; b] ;
o dérivable sur ]a; b[;

o telle que Vxela; bl, |f/(x)|<k,01‘1 k est un réel,

f) - f(a)

<k
b—a

alors




IV Dérivation et monotonie

4. Théoréme de la limite de la dérivée

Théoréme

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et xp un point de I.
Si f est o continue sur I;

o dérivable sur T\ {xy} et que lim f' (x) existe et est égale a ¢,
X— X0

alors [ est dérivable en xy et f'(xg) =¢.

Démonstration :

Remarque : ce théoreme donne une condition suffisante pour avoir f dérivable en xp mais qui n'est pas nécessaire. Par A
exemple, si on considere la fonction f définie sur R par f(x) = x2sin (—) si x#0 et f(0)=0, onavuque f estdérivable
X

en Xxp mais xlm} f "(x) n'existe pas.
—X0
Une application importante : la régularité du prolongement par continuité

Soit f une fonction définie et dérivable sur I\ {xo}. Supposons que f admette en x un prolongement par continuité f.

f est continue sur I et dérivable sur I\ {xo}. Si xhn} f'(x) = € alors, d'apres le théoreme précédent, f est dérivable sur I et
— X0

f(xo) = 2.

IV Dérivation et monotonie ]

Théoréme

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle L.
o f estcroissante sur I < Vxel, f/'(x)>0.
o f est décroissante sur I < Vxel, f'(x)<0.

o f est constantesur I < Vxel, f'(x)=0.
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Théoréme

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle L.
Si o Vxel, f/(x)>0 (resp. f'(x)<0);

o f' nes'annule qu'en un nombre fini de points

alors [ est strictement croissante sur I (resp. strictement décroissante sur 1).

Exemple1: f: x— x3.

Théoréme

Soit f une fonction définie sur un intervalle L
Si f est o continue sur I;

o dérivable sur T sauf, éventuellement, en un nombre fini de points xy,..., x5,

alors o . Vxel\{xp,...,xn}, [/ (x) =0
—> [ est strictement croissante sur I;

f’ ne s’annule qu’en un nombre fini de points

o . Vxel\ixp,...,xz}, f/(x)<0 )
—> [ est strictement décroissante sur I.

f’ ne s’annule qu’en un nombre fini de points

Exemple 2 :

"




Exercices du chapitre 5

Dérivabilité en un point

En utilisant la définition de la dérivée, étudier la dérivabilité des
fonctions suivantes en xp :

1. fix—6x-2+2(x-3)VIx-3], xp=3.

2. g:ix—x%>—|xl, x=0.

1. Montrer que si une fonction f, définie sur un intervalle I, est
dérivable en un point xg intérieur a I, alors la fonction

Hf(x0+h)—f(x0—h)

:h
v 2h

admet une limite en 0.

2. Que dire de la réciproque ?
On pourra considérer la fonction f définie sur IR par

1
xsin|— six#0
f(x)={ (x)

0 six=0

Soit f une fonction définie sur un intervalle I qui est dérivable
en un point xp intérieur a I.
Déterminer les limites quand & tend vers 0 de :
_ [xo+dh) — f*(o-h)
7 ;
. (x0+2h) f (x0) —xof (x0 + h)
Y .

1. u:h

2. v:h

Déterminer m pour que la fonction f soit dérivable sur son en-
semble de définition dans les cas suivants :

x-3 .

—_— six<3
1. f(x)=4x-2

m(x2—9) six>3

xX+2 .

e six<0
2. f(x)={ x+1

x +(m2—2)x+2 six>0

Soient f une fonction dérivable sur [0; 1] telle que f (0) = f(1)
et g la fonction définie par

1
f2x) sio<x< -
gx) = 1 2
f@2x-1) si§<x<1
1. La fonction g est-elle continue sur [0;1]?

2. A quelles conditions la fonction g est-elle dérivable sur
[0;1]2

Soit f la fonction définie sur ]—1; 1[ par

X

fx)=

1) .
i cos(;) six#0et f(0)=0.

1. Montrer que f est dérivable sur ]—1; 1[.
2. On considere les suites définies pour tout n € IN par

1

u =
" —T/2+2nm

=———etvy
T/2+2nm

Calculer les limites des suites (f' (uy)) et (f/ (v5)). En déduire
que la fonction f’ n'est pas continue au point 0.

Calculs de dérivées

Déterminer les fonctions dérivées des fonctions suivantes :

1. f(x)=x(nlx)?;

x—2
2. =ln|——|;
f nx—3
3 fw=Ih x—+1;

1 X
4. f(x)=(l+;) ;

2
cos? (x)+1
sin? (x) + 1

5. f(x):(

Montrer que si une fonction dérivable est paire alors sa fonction
dérivée est impaire.

]9
Soit f une fonction définie sur IR de classe C', c'est a dire que

f est dérivable sur R et que sa dérivée f’ est continue sur IR,
telle que :

VxeR, (fOf](x)=§+3.

1. Montrer que

VxelR, f(§+3)=¥+3.

2. En déduire que f’ est constante.

3. Déterminer les fonctions f qui conviennent.

Soient n€ IN* et fy, la fonction définie sur ]0; +oo[ par
frn@=x"1-Inx).

1. (a) Démontrer que la fonction fj, est prolongeable par conti-
nuité en 0.

On notera Cy la courbe représentative de la fonction f;; ainsi
prolongée dans un repere.

(b) Ftudier la dérivabilité de ce prolongement. (On distinguera
deux cas suivant les valeurs de 7).
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2. Etudier, en fonction de n, B vAes sEaese s

xll»Toofn 0.

3. (a) Soit ne N* et g la fonction définie sur ]0; +oo[ par

gn(x)=n-1-nln(x). Soit f la fonction définie sur IR, par

Montrer que I'équation g, (x) =0 posséde une unique solution, flo= ‘ x3|.
noté oy sur |0; +oof.

Montrer que f est deux fois dérivable sur R et déterminer

f// (x) .

(b) Dresser le tableau de variation de f3;.

4. (a) FEtudier suivant les valeurs de x le signe de

fnv1 (X) = fn ().

o . . Soit f: x— sin(x). Montrer par récurrence que
(b) En déduire la position relative des courbes Cp, et Cp1.

m
. vneN, 0 (x =sin(x+n—).
5. Montrer que pour tout 72 > 1, les courbes C;, passent par trois Ut 2
points fixes dont on précisera les coordonnées.

Fonction réci proque Soit f la fonction polynome

f: x— ax3+bx®+cx+d.

1. Déterminer les dérivées successives de f.

m 2. Montrer que

Soit f la fonction définie sur ]0; e[ par
VxoeR, VheR,

In (x) -2 / W R @
= +h) = +h +— +— .
fy= -1 f (o +h) = f (xo) + hf" (x0) + —- 7 (x0) 6 1 (xo)
1. Etudier le sens de variation de la fonction 3. Onprend f(x)=x>+2x* —x+3.
2 Montrer que f(1)+0,002 x f'(1) est une valeur approchée de
g x— — £(1,002) 2 1074 pres.
x-1
sur ]—oo; 1[ et en déduire le sens de variation de f sur ]0; e[.
2. Montrer que f définit une bijection de ]0; e[ sur ]11; +oo[.

Soit f la fonction définie sur IR par
3. Montrer que f~!, la fonction réciproque de f est dérivable

au point 2 et calculer le nombre dérivé de f~! en ce point. fx)=x-De ™™~
Montrer par récurrence que

[ 12 vneN, VxeR, fPw)=D"(x-n-1)e "
Soit f la fonction définie sur R par

X —-X
e —¢

Soit f la fonction définie sur R par

fx)=

1. Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie

sur un intervalle I a préciser. Fx) = e cos(x).

. eR, . .
2. Montrer que pour tout x& IR 1. Déterminer f’ et montrer que f’(x) peut se mettre sous la

/ 2 forme
xX)=1-(f(0))".
! (f0) Ae¥cos(x+¢),

3. Montrer que f~1 est dérivable sur 1 et calculer sa dérivée. oll A et ¢ sont des réels a déterminer.

4. Déterminer f~1 et retrouver le résultat précédent en dérivant. 2. Pour tout neNN, déterminer fUV (x).
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Soit ne€ N et f; la fonction définie sur R* par
fn () =x"e"x,
Montrer par récurrence que :

(_l)n+l Ve

* (n+1) _
VnelN, VxeR", f, (x) = )

Soient f et ¢ deux fonctions définies sur ]0; +oo[ par
1
f)=In1+x) xln(l + ;) ete(x)=(x-1DIn(1+x)-xIn(x).

1. Déterminer la dérivée de f et I'exprimer en fonction de .
2. Déterminer ¢ et ¢”.

3. Montrer que I'équation ¢’ (x) =0 admet une unique solution
o dans 10; 1]. En déduire les variations de ¢ sur ]0; +oo[ puis
celles de f.

4. Montrer que

1 2
Vx€]0;+oo[, In(1+x)In 1+; < (In@2)~.

Accroissements finis

Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b, et f la fonction
définie sur ]0; +oo[ par

1
f(x)—;.

1. Montrer que 1'on peut appliquer le théoreme des accroisse-
ments finis a f entre a et b et calculer le nombre c € |a; b[
tel que

f)~f@=bm-af ©.

2. En déduire une construction géométrique de la tangente a I'hy-

1
perbole d'équation y = — en un point C d'abscisse c.
X

1. Soient a € R, h e R* et f une fonction. Montrer que
si f est une fonction continue sur [a; a+ h] et dérivable sur
la; a+ hJ alors il existe un réel 6 €]0; 1[ tel que

fla+h) - f(a)=hf (a+0h).

2. Déterminer 0 en fonction de h lorsque f est une fonction
trindme de second degré.

3. Déterminer 0 en fonction de h lorsque f: x— e*.

1. Soit f: x—In (x+ V1+ xz), et a et b deux réels tels que
0<a<b.
Montrer qu'il existe un réel c€la; b[ tel que

a+vV1+a? “l_b =
———————=e Vi,
b+V1+b?
2. Plus généralement, soit f une fonction continue sur [a; b],

qui ne s'annule pas sur cet intervalle et qui est dérivable sur a; b[.
Montrer qu'il existe c€]a; b[ tel que

4

—f (a) = e(d—h) j}’((c? .
f

A l'aide du théoreme des accroissements finis déterminer

lim ((x+ 1 e+ - xe”x].
X—+00

. o 1 .
Soit (uy) la suite définie par ug = 3 et pour tout entier naturel

n,

eln
Up+1=—-
Up+2

1. Soit f:]1-2;+c0o[— R
X

X——

x+2
(a) Déterminer f’, dresser le tableau de variation de f et pré-
ciser f([0;1]).
Expliquer pourquoi la suite (u;;) est bien définie.
(b) Dresser le tableau de variation de f’ sur [0; 1] et en déduire
que

vxel0;1], =< f (0 <

-
wi N

(On pourra utiliser I'inégalité e < 3.)

(¢) En déduire que

vxel[o;1], |f(x)|<§.

X

2. (a) Montrer que la fonction g: x— B — X est strictement

décroissante sur [0;1].
(On pourra dériver g deux fois)

(b) Etablir que 'équation f(x) = x admet une unique solution
sur [0;1] que l'on notera a.

3. Al'aide de I'inégalité des accroissements finis montrer que
2
VneNN, |upsr —al < 3 lup —al
en déduire que

2 n
Vnel, |un+1—a|<(§) .

4. Donner une valeur de n telle que u; soit une valeur appro-
chée de a 2 107* pres.
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m Montrer que  lim _uy, = +oo.
—+00

Soit f une fonction définie et deux fois dérivable sur [0; +oo[

telle que f'(1)=1 et, pour tout x € [0; +oo[ f"(x)>0.

Soit (uy) la suite définie, pour tout n € N, par

(On pourra considérer la série de terme général vy, = f(n+1) -
f (n) et utiliser 1'égalité des accroissements finis sur [n; n+1].)

up=fn)-fO
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Intégration

I Introduction : une construction de I'intégrale sur un segment

1. Intégration d'une fonction en escalier

Définition fonction en escalier
Soit f une fonction définie sur un segment [a; b]. On dit que
f est une fonction en escalier lorsqu'il existe une famille de .
réels (xg, x1,...,X,) tels que : Co b > <
I
) |
———————— Eo=s==gm————
0D a=xp<x1<...<x,=>b; C3 | | |
CF—3—2 | ' |
o la restriction de f a chaque intervalle ]xp; xg+1[ est : : : I I
1 1
constante, c'est a dire qu'il existe n réels ¢, c1,...,Cn-1 a=xo Jéll )42 X3 A
tels que Lo
Vke[0;n—1], Vxelxg; Xp+1l, f(X)=ck. apr---- —

Une famille de réels (xg, x1,...,X,) tels que a=x9<x;<...<Xx,=D>b est appelée subdivision de [a; b] adaptée
a f.

L'ensemble des fonctions en escalier définies sur [a; b] est noté &([a; b]).

Exemple 1 :

o f:la;bl—R, avec ceR. o f:la;bl—R
X—C x— |x]

Définition intégrale d'une fonction en escalier

Soit f€8([a;b]), (X9, X1,...,Xn) une subdivision de [a; b] adaptée a f et (co,cC1,...,Cn—1) la famille des valeurs
prises par f sur les intervalles |xj; xg1[, k€[0;n—1]. On appelle intégrale de f sur [a; b] le réel :

n-1

b
f f@dx=Y cx (X1 —xk).
a k=0
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Interprétation géométrique

f f (x)dx estlasomme des aires algébriques des rectangles déli-

mités par le graphe de f, les aires des rectangles situées au-dessus
de I'axes des abscisses sont comptées positivement, celles en des-
sous négativement.

2. Définition de l'intégrale de Riemann d'une fonction bornée sur un segment

Soit f une fonction définie et bornée sur un segment [a; b], (a < b). On associe a f les deux ensembles de fonctions en
escalier :

Er={pel(la; D) |Vxela; bl, ()< f(0}, Ef={pe&(la;bl)IVxela;bl, ¢(x) > f (0}
Ces deux ensembles ne sont pas vides car, f étant bornée, on peut trouver deux réels m et M tels que :
Vxela;bl, m< f(x) <M.

On a donc x — m qui appartient a 5]? et x— M qui appartient & 5;.

b
On considere 1'ensemble de réels Sp= { f @x)dx|@e SJZ} et on admet que cet ensemble possede une borne supérieure
a

Ij:, c'est a dire qu'il existe un réel I; tel que :
o VaeS}, a<lI;;

o Ve>0,daeS~ —e<a<l;

f’f I

b
De la méme maniere, on admet que 1'ensemble de réels S; = { f @) dx|pe 5}“} admet une borne inférieure I;: ol I]t
a

est tel que :
+ o1t <
0 VaeSt, I} <
+ o1t < +
o Ve>0, Haesf, If a<If+s
Définition fonction intégrable au sens de Riemann

Soit f une fonction définie et bornée sur un segment [a; b], (a<b). On dit que f est intégrable au sens de
Riemann lorsque

- _ 1+
If = If
o Cette valeur commune, notée )
f f(dx,
a

est 'intégrale de f sur [a; b].

o Par convention,

a b
f fx)dx = —f f (x)dx.
b a

a
Remarque : Si f est définie en a on pose f fx)dx=0.
a
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3. Exemple de fonctions intégrables au sens de Riemann : les fonctions continues par morceaux

Définition fonctions continues par morceaux

Soit f une fonction définie sur un segment [a; b]. On dit que
[ est une fonction continue par morceaux sur [a; b] lorsqu'il

existe une famille de réels (xg, x1,...,x,) tels que :
[ ]
I
O a=x9<x1<...<Xxp=Dh,
I
I
o la restriction de f a chaque intervalle ]xg; Xgi1l, T /\_/?'
. N L. i I
ke[0;n—1] est continue, et posséde des limites finie I A I I
X2 X:

1
en X et Xy, c'est a dire que f|]xk;xk+1[ est prolon- a= X Jq‘/
geable par continuité en xj et Xjiq.

3 bZX4

Exemple 2 :

o Toute fonction continue sur un segment [a; b] est continue par morceaux sur ce segment.
o Toute fonction en escalier sur un segment [a; b] est continue par morceaux sur ce segment.

o La fonction partie entiere est continue par morceaux sur tout segment [a; b].

Théoreme
Les fonctions continues par morceaux sur un segment [a; b] sont intégrables au sens de Riemann sur ce segment.

Remarque : D'apres le théoreme précédent, toute fonction continue sur un segment [a; b] est intégrable au sens de Riemann

sur ce segment.

4. Valeur moyenne

Définition valeur moyenne
Soit f une fonction continue sur un segment [a; b], (a<b).
On appelle valeur moyenne de la fonction f sur [a; b] le réel :

1 b
m—mfa f (x)dx.
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Exemple 3 : Une voiture part de Nice pour aller 2 Marseille. On représente ci-dessous sa vitesse en fonction du temps.

v{km/h)

0 t(h)

5. Propriété de I'intégrale sur un segment

Théoréeme

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et a et b deux réels de L.
o Linéarité :
b b b
V()\,p)eRz, f ()\f(x)+pg(x))dx:)\f f(x)dx+p.f g (x)dx.
a a a

o Relation de Chasles :

b c b
Vcel, f f(x)dxzf f(x)dx+f f(x)dx.
a a Cc

o Positivité : si a<b,

b
(Vxe[a bl, f(x)>0) ff(x)dx>0.
a

o Croissance : si a<b,

b b
(Vxe a;b), f(x)<g) =>f f(x)dng g (x)dx.

Théoréme inégalité de la moyenne

Si f est continue sur [a;b] (a<b) alors

min (f(x)) <—f fx)dx < max (f(x))

x€la; bl

Remarque : La double inégalité reste vraie si a > b.
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Théoréme

inégalité triangulaire
Si f est continue sur [a; b] alors

b
U f(x)dx
a

b
gf |f 0] dx.
a

A Dans I'expression précédente a < b.

Démonstration :

6. Sommes de Riemann
Définition
Soient f une fonction continue sur un segment [a;b] et ne N*. On appelle sommes de Riemann de f sur

[a; b] les quantités :

_ n _ _ o h-1 _
Snzb aZf(a+kb a) et T,,:b aZf(a+k—b a)‘
n & n n

1 k=0

Illustration :

h=

a
est le pas.

bh-
Pour tout k € [0; 7] on pose xk=a+k—a =a+kh.
n

I x,=b

Xp-1=a+n-1h

Sn

S, et T, sont les sommes algébriques des aires des rectangles.
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Si f est continue sur [a; b] alors

n—-+oo

b
lim S, = nl_iglooTn =f f (x)dx.
a

Démonstration :




II Intégrale d'une fonction continue

. . . 1=l

Exemple 4 : On considere la suite (u,) définie, pour tout n € N* par u, = — Z k3. Montrons que (u,) converge et
n
k=0

déterminons sa limite.

IT Intégrale d'une fonction continue ]

1. Primitives

Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et F une fonction définie et dérivable sur 1. On dit que F est

une primitive de f sur I lorsque,
Vxel, Fl(x)= f(x).

Théoréeme

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et F une primitive de f sur I.
L’ensemble des primitives de f sur I est |I'ensemble des fonctions

F: I-R
x—F(x)+C

ou C est un réel.

A Remarque :
L'hypothese I est un intervalle est importante. Par exemple, considérons la fonction f définie sur [0; 1]U[2; 3] par f(x) =0

et la fonction F définie sur [0; 1] U [2; 3] par
1 sixe[0;1]
F(x) = {

2 sixel[2;3].
F estdérivable sur 10: 11UI2: 31 et pour tout x € [0: 11UI2:31. F (x) =0. F estdonc une primitivede f sur [0: 11U[2:31.
Considérons l'ensemble : E = {GI G: [0;1]u[2;3] = R ou Ce ]R}.
x—Fx)+C

Certes,
VGeE, Vxe[0;11U[2;3], G (x) =0,

mais si I'on considere la fonction H définie par

{1 si x€[0;1]
H(x) = )
1 sixel[2;3],
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on a
Vxe[0;11u[2;3], H((x) =0

pourtant H¢ E.

Rappel : primitives usuelles

Dans le tableau ci-dessous, F est une primitive de f sur tout intervalle ou f est continue.

fonction f primitive F fonction f primitive F
x* (a#-1) uu* (a#-1)
1 u'
X
e* u'et
cos (x) u' cos (1)
sin (x) u'sin (u)
1+tan® (x) = ! u' x (v'ou)
cos? (x)
. . o T T
Exemple 1 : Déterminons une primitive sur I = ]_5; 5[ de f: x—tan(x).

2. Théoreme fondamental de l'intégration

théoréme fondamental de I'intégration

Théoreme
Soit f une fonction continue sur un intervalle T et acl.

La fonction F définie sur I par :
X
F(x):f fode
a

est I'unique primitive de f sur I qui s'annule en a.

Démonstration :



II Intégrale d'une fonction continue
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Théoreme

Soit f une fonction continue sur un intervalle T et F une primitive de f sur L.

b
V(a; b)el? f f(x)dx=F(b)-F(a).
a

Théoréme

Soit f une fonction continue et positive sur le segment [a; b].

b
f f(x)dx=0 < f est nulle sur [a; b].

Démonstration :

III Calcul intégral

1. Intégration par partie

Théoréme |I.P.P.

Si u et v sont des fonctions de classe C!' sur [a; b] alors

b b
f u'(x)v(x)dxz[u(x)v(x)]z—f u(x) v (x)dx
a a

Démonstration :

Exemple 1 : Déterminons la primitive de In sur ]0; +oo[ qui s'annule en 1.
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2. Changement de variable

Théoréme

Soient I et J des intervalles, ¢ une fonction de classe Cl sur J telle que @(J)<I et f une fonction continue
sur I.
Pour tout o et p dans J on a:

p , @ (p)
f fle@)e' (dr= f (x)dx.
a @)

Démonstration :

Méthode pratique pour calculer une intégrale a 1'aide d'un changement de variable
b

o On dispose de f f (x)dx. Le changement de variable x = ¢ (f) exprime la « variable actuelle x » en fonction de la

a
«nouvelle variable ¢ ».

p
o On dispose de f f(e(®)¢' (r)dr. Le changement de variable x = ¢ (#) exprime la « nouvelle variable x » en fonc-

o4
tion de la « variable actuelle ¢ ».

Exemple 2 :

o «variable actuelle x » en fonction de la « nouvelle variable ¢ » :

1
o Calcul de f V1-x2dx en posant x =sin(r).
0
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e3

o Calcul de f en posant x = e,

dx
e xln(x)

o «nouvelle variable x » en fonction de la « variable actuelle ¢ » :

31/
o Calcul de f sin® (#)cos(t)dt en posant x =sin().
0

2 1
o Calcul de f ————dt enposant x = £
1 (2 +1)

100
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Exemple d'application : Intégrale d'une fonction paire ou impaire.

Soit f une fonction continue sur [—a; a], a>0.

3. Fonction définie par une intégrale

Soient
o f une fonction continue sur un intervalle I;

o u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle J tellesque u(J)cl et v(J)cl.

On définit sur J la fonction g par
v(x)

gx) = ) f®dze.

u(

Exemple 3 : Soit g la fonction définie sur ]0; +oo[ par

X2 ot
g% =f < ar.
X t

Déterminons les variations de g sur ]0; +ool.

101
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Exercices du chapitre 6

Propriétés de l'intégrale

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient f et g deux fonctions continues sur le segment [a; b].
Démontrer que

( L hf(x)g(x) dx)2 < ( fa bfz ) dx) ( fu bgz (x) dx).

On pourra considérer le polynéme en A :

b 2
f (f+Ag )" dx.

a

Soient f et g deux fonctions continues sur le segment [a; b]
telles que :
Vxela; bl, g(x)>0.

Démontrer qu'il existe c € [a; b] tel que :

b b
f fx)gx) dx:f(c)[ g(x)dx.
a a

Soit (uy) la suite définie pour tout ne€ IN par :

" _f" dx
"o 142

1. Montrer que la suite (1) est croissante.

2. (a) Montrer que pour tout n > 2,

f" dx < ndx
1 1+x2 k2

(b) En déduire que la suite (u;;) est majorée.

Soit D 1'ensemble des fonctions réelles définies et dérivables sur
R. On désigne par ¢ tout élément de D qui vérifie :

VxeR, ¢ (x) =/ (px))*+3

oll ¢’ estla dérivée de .

1. Montrer que, si x>0 alors ¢ (x) > ¢ (0) +xv/3 et en déduire
lim ¢ (x).
x—+00

2. De la méme maniere, déterminer lim ¢ (x).
X——00

3. Montrer que toute fonction ¢ admet dans D une fonction
réciproque dont on précisera 1'ensemble de définition.

Soient f la fonction définie sur [2; +oo[ par f(x) = ——
xIn“ (x)
(Un) >3 la suite définie par :

nooq
un=3 -

i—3 in? (i)’
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1. Montrer que f est décroissante sur [2; +ool.
2. Déterminer une primitive de f sur [2; +ool.

3. (a) Montrer que pour tout n >3,

" <f” dx
"= xIn? (%)

(b) En déduire que (upn),>3 est bornée.

Soient f et F les fonctions définies sur IR par :

f@=e"-x-1 et F(x):(e—l)eX_x_;

1. Montrer que :

x+1

VxelR, F(x) = f(ndte.
X

2. Déterminer les variations des fonctions f et F sur R.

3. Justifier 1'existence, pour tout réel positif x, d'un unique réel
¢ de l'intervalle [x; x+1] tel que :
x+1

fde=f(c).

X

En déduire que F(R) < f(R).

4. On définie la suite (cp) par :

n+1
vVneN, f)dx=f(cp) et cpen;n+1]
n

et la suite (85) par &, =cp—n.
(a) Montrer que la suite (§;) est bornée.
(b) Montrer que :

VnelN,e-1-—=¢e""——.
2e” el

(¢) Montrer que la suite (8;) converge vers une limite ¢ que
I'on déterminera.

Soit f: [0;1] — [0; 1] une fonction continue vérifiant

1 1
f f(x)dx =f f2 (x)dx.
0 0

Montrer que la fonction f est la fonction constante x — 0 ou
x— 1 sur [0;1].

1. Montrer que pour tout réel x# -1 ona:

1 (-x)"

l—x+x2 -3+ + (=)= .
x+1 1+x

En déduire 1'égalité :
L(-x)" 11 -pn-t
f“c) @ - 1-ta i ED
o 1+x 2 3 n
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2. Montrer que :

0" _ .,

VrneN*, Vxe[0;1], —x" < <x™
1+x

En déduire la limite, lorsque n tend vers +oco, de la suite
(Un) e+ définie par :

1 1 (-pn-!
Up=l—-4+-—.. .+ ——.
n

Sommes de Riemann

Déterminer dans les cas suivants la limite de la suite (1) ;e N* -

n—1
1. unzl ¥ sin(g).

n =0 n

Intégration par parties

Calculer les intégrales suivantes a I'aide d'une ou plusieurs inté-
gration par parties :
I

1. f 2 xcos(x)dx
0

S

€
. f xsln(x) dx
1

3. F  —dx
0 cos“(x)

f e cos (x)dx

f ln (x)

Soit la fonction f: t—In

&

W

1-¢
1. Trouver l'ensemble de définition D r de f et calculer f'(f)
pour tout r€Dy.

X In(1)

(1-0?
Calculer ¢ (x) en intégrant par partie.

2. Pour tout x> 1, soit ¢ (x) = f
2

3. Déterminer lim ¢ (x).
x—1*

Déterminer la limite de la suite (uy),cN+ définie par

w- (Tl

1. On pose, pour tout entier naturel 7z non nul,
1 1
I, = —f 1-x)"e *dx.
n!'Jo

(@) A Tl'aide d'une intégration par parties, calculer I ; .
(b) Prouver que, pour tout entier naturel z non nul,

1
0<I, < — | e ¥dx.
n!Jo

En déduire lim Ij.
n—+oo

(c) Montrer, en utilisant une intégration par parties que pour tout
entier naturel 7z nonnul, ona:

1

- I
n+n "

Ip+1 =

2. On considere la suite réelle (ay), définie sur N* par a; =0
et, pour tout entier naturel 7 non nul,
(_ 1) n+1
ap+l1=an+——.
n+1 n n+1)
(a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n
non nul,

1
an=-+=1",.
€

(b) Endéduire lim ay.
n—-+o0

oEl

Pour tout n € IN on définit

1 4n
In zf —dx.
0 1+ x2
1. Calculer I;.

2. Montrer que la suite (I5;) est monotone et déterminer son sens
de variation.

3. Montrer que, pour tout n €N,
1 <Ip < L
V2im+1) " T n+l

En déduire la limite de la suite (I;).

4. Montrer que, pour tout n > 2,

1
In+1,-2 :f x"
0

En intégrant par parties I; en déduire que, pour tout n > 2,

21+ x2dx.

nlp=v2—(n-1I, .

5. On admet dans cette question que Iy =In(1+v2). Calculer
Ir et I3.
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6. Calcul de Ip : on considere la fonction s: R — R
e¥—e™¥
2

X —
(a) Montrer que s est une bijection.

(b) Déterminer une expression de sa bijection réciproque.
1

\/1+x2.

(c) Montrer que 571 estune primitive de x —

(d) En déduire la valeur de Ij.

Soit a un réel strictement positif.

1. Par une intégration par parties, démontrer que :

a a
f xexdxzue“—f e*dx.
0 0

En déduire que
a
et = 1+a+f (a—x)e*dx.
0

2. Soit n€ IN*. On pose

a _ n
Inzf Mexdx.
0

n!

Démontrer que
altl .
T (1)

3. Démontrer par récurrence que :

In+1.

* a4 a a"
VnelN™, e“=1+a+—+...+ — +1j.
2! n!

4. (a) Démontrer que

a .
0<I, < —(e*-1).
n!
a" Un+1 oo
(b) Onpose uy = - Calculer . Montrer qu'il existe un
n. Un
entier naturel ng tel que :
1

Vn2=ng, up+1 < 2 Un-

En déduire que pour tout n > ng,

1 n—nyp
0< up < up, (5) .

(¢) En déduire les limites de u; et de I, quand n tend vers
+00 et montrer que :

. a a" a
lim |([1+a+—+...—|=¢e"
n—+oo 2! n!

o

Intégrales de Wallis
/2

Soit neN et I, :f sin” (x) dx.
0

1. Calculer Ip, I et Ip.

2. Par une intégration par partie, établir une relation de récur-
rence entre I et I,;—o.

3. (a) Onsuppose que n est pair, c'est a dire qu'il existe p € N
tel que n =2p. A l'aide de la relation de récurrence précédente
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déterminer I'expression de Ipp.

(b) On suppose que n est impair. Déterminer l'expression de
In.

4. (a) Montrer que (I;;) est décroissante et en déduire que (I,;)
est convergente.

(b) En déduire que

(¢) En déduire

) (( 2x4x%..x2p )2 1 )
lim x .
p—+ool\1x3x5x...x (2p—1) 2p+1

5. (a) Montrer que la suite ((n+1)I,1115),cy est constante.

(b) En déduire les limites de I, et 1,y/n lorsque n tend vers
+00.

Changement de variable

Calculer les intégrales suivantes a 'aide du changement de variable
donné :

x=4sin2(t).

1 fz dx
“hovx@E—n’
1
2. fx2v1+x3dx, r=x3.
0

2 dx o
3. ﬁm, xX=1tr-.

(&
4. f _dx , x=el.
> x(In(x))3

Soit ne€ IN*. On pose

cos’ (x)

sin” (x) ot ] _[2
"7 Jo sin® (x) + cos” (x)

2
I, = _—_—
" .[0 sin’ (x) + cos™ (x)

Calculer I +J5;, montrer que I, =J; (par un changement de
variable affine) et en déduire I, et J.

Déterminer la limite de la suite (up),eN+ :
1 n-1

up=— ¥ vk(n-k). (onpourra poser x = sin? (£) pour cal-
n= k=0

culer l'intégrale obtenue).

Fonction définie par une intégrale

1. Soit x € [e®; +oo]. Calculer :

I(x)_fxg I(x)_fx de
e A N ATy

Déterminer les limites lorsque x tend vers +oo.

K(x)—fx$
~Jee tin(t)In(In(n)’



2. Soient a €]0; +oo[ et x€ [e; +oo[. On pose
I(x)—fJCdt et ](x)—fx de
L T e tn@)™

Pour quelles valeurs «, I (x) admet-il une limite quand x tend
vers +oo? Qu'en est-il alors de Jq (x)?

Déterminer 1'ensemble de définition et calculer la dérivée de la
fonction

1+x?
f: fo In(r)dt
1-x2

(on n'utilisera pas de formule explicite d'une primitive de la fonc-
tion In)

Soit f la fonction définie sur ]—g; g[ par:

1+tan(x)

d
f)= !
0

202 -2¢+1

Chapitre 6

1
1. Montrer que f est dérivable sur ]_E; g[ puis que f estune

fonction affine.

2. En déduire que

fl dx m
0 2x2-2x+1 2

Soient f une fonction définie et continue sur [0; +oo[ et G la
fonction définie sur [0; +oo[ par :

1 X
—f f®dr six>0
Gy={ "0

f(0) six=0.
1. Montrer que G est continue en 0.

2. Montrer que G est dérivable sur ]0; +oo[ et calculer G (x)
pour x > 0.
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Nombres complexes

[I Quelques rappels

1. Définition

Définition

Un nombre complexe est un élément de la forme x+iy ol x et y sont des réels et i est un nombre complexe
tel que i?=-1.

L'ensemble des nombres complexes est noté C.

o l'écriture x+iy est appelée la forme algébrique de z;
o x est la partie réelle de z et on note Re(z) = x;

o y est la partie imaginaire de z, on note Im(z)=y.

Remarque :
o Re(z) et Im(z) sont des réels.
o lorsque Re(z) =0 on dit que z est un imaginaire pur.
o lorsque Im(z) =0, z est un réel.

o z=2Z <= Re(z)=Re(Z) et Im(z) =Im(z)).

2. Conjugué d'un nombre complexe

Définition

On appelle conjugué du nombre complexe z=x+iy ot x et y sont des réels, le nombre complexe noté z tel
que z=x—1i}.

Propriété

Soit (z,2') e C2.
o z+z=2Re(z) et z—z=2ixIm(2);
0 zeR < z=7%;

O Zz imaginaire pur < z=-z;
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Chapitre 7

Propriété

Soit (z,2') € C2.

I — % . % z
0 z2+z2'=z2+2; o si 2 #0 alors (—,)z:;
V4 Z,
o zz =%7'; -
o VYneZ, z"=(z)".
. 1
osi z#0 alors [—|==;
z
3. Module d'un nombre complexe
Définition
On appelle module d'un nombre complexe z=x+iy le réel positif, noté |z|, tel que
|zl = /%% + y2.
Propriété
Soit (z,2') e C2.
o |zI2=2z ou |z| = Vzz; o |zZ'|=zl||Z| ;
. |z|
O |z|=0 < z=0; o si 2 #0 alors |[—|=—;
7z |2
o lzl=lz|=|-z|l=|-72l; o VneZ, |z" =|z|".
Théoreme

V(z;2)eC? |lzl- ||| < |z + 2| <zl +]|2].

4. Forme trigonométrique et notation exponentielle d'un nombre complexe non nul

(a) Argument d'un nombre complexe non nul
Définition
Soit z=x+iy un nombre complexe non nul et M(x;y) son image dans le plan muni du repére orthonormé
(0;1,7).
On appelle argument du nombre complexe non nul z, et on note arg(z), toute mesure de |'angle orienté
(u ;OM).

Illustration :
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I Quelques rappels

Propriété

Soit ze C*.
o z€]0;+oo[ si, et seulement si, arg(z) =0 (2m);
o z€]—o0;0[ si, et seulement si, arg(z) =m (2m);

. .. . . p1e
O z est un imaginaire pur et Im(z) >0 si, et seulement si, arg(z) = E 2mn);

b
o z est un imaginaire pur et Im(z) <0 si, et seulement si, arg(z) = ~3 2m).

Propriété

Soient z et z' deux nombres complexes non nuls.

o arg(zz') =arg(z) +arg(z') 2m);

m] arg(%) =-arg(z) (2m);
o arg(g) =arg(z) —arg(z') (2m);

o Pour tout entier ne N : arg(z") = narg(z) 2n).

Propriété

Soit z=x+iy un nombre complexe non nul et 6 un réel. 6 est un argument de z si et seulement si :
X .

cos(0) = —— et sin (0) = J

V2t )2 NET

z =zl (cos(8) +isin(6)).

On a alors

Remarque : |z]| (cos (0) +1isin (6)) est appelée la forme trigonométrique de z.

(b) Notation exponentielle

On note
¢ = cos(0) +isin (0).

Ainsi, tout nombre complexe non nul peut s'écrire sous la forme exponentielle

z=re ot r=|zl.

En résumé

Soit z un nombre complexe non nul dont le module est r et dont un argument est 6.

Forme algébrique : Forme trigonométrique :

z=x+iy z=r(cos() +isin(@)) = re®

{ x =rcos(0) r=\/xZTy2=IZI

= rsin(0)
V cos(0) = % et sin(0) = %

109



Chapitre 7

Proposition
Pour tout r>0, r'>0, 0eR et 0’cR on a:

. n/ H /
o refxped = rr1e|(9+6);

ne
rleie’ - r’

i0
— I i(e-0).

e
oi0 :

Théoréme formule de de Moivre

Pour tous 6e€R et n€Z, on a:
(eie)”: aind

c'est a dire,
(cos(®) +isin (9))" = cos(n0) +isin (n0).

Théoréme formules d'Euler

Pour tout 6 e R,
eif | o—if . i0_ .—if
cos(0) = — et sin(0) = —

II Applications en trigonométrie ]

1. Linéarisation
Linéariser une expression trigonométrique revient a I'exprimer a l'aide d'une combinaison linéaire de termes de la forme

sin(px) et cos(gx) ou p et g sont des entiers.

Exemple 1 :

o Linéarisation de cos (x)sin? (x) :

o Linéarisation de cos® (x) :
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IT Applications en trigonométrie

o Deux linéarisations déja connues :

2. Calcul de cos(nx) et sin(nx) en fonction de cos(x) et sin(x)
On utilise la formule de de Moivre : pour tout n € Z,

cos (nx) +isin (nx) = (cos (x) +isin (x))".

Exemple 2 : Expression de cos(4x) et sin(4x) en fonction de cos(x) et sin(x) :

3. Retour sur les formules de trigonométrie

(a) Formules d'addition

Soit (a,b) € R?

(b) Transformation somme / produit
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De la méme maniere, en travaillant avec e'? — e'9, on obtient :

n n
4. Calculde ) cos(a+kb) et ) sin(a+kb)
k=0 k=0

n n noo. : ok
Y cos(a+kb) et Y sin(a+kb) sont les parties réelles et imaginaires de S = Y el(@*k0) =} ¢ia (elb ) .
k=0 k=0 k=0 k=0
ib

z e (e‘b ) est la somme des n+1 premiers termes de la suite géométrique de premier terme e'? et de raison e

k=0

o Premier cas b=0 (2n) :

o Deuxiéme cas b#0 (2n) :

15
Exemple 3 : Calcul de S(x) = )_ cos(kx) :
=5
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IT Applications en trigonométrie

5. Factorisation de acos(x) + bsin (x), (a,b) # (0,0)

Exemple 4 : Résolution de I'équation —cos (x) +v/3sin (x) = v/3 dans R :
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III Racine n-ieme d'un nombre complexe, équations dans C

1. Racine n-iéme d'un nombre complexe

(a) Racine n-iéme de 1'unité

Définition

Soit ne€IN*. On appelle racine n-iéme de I'unité tout nombre complexe z vérifiant z" =1.

Théoreme
Soit ne IN*. |l existe n racines n-ieme de I'unité, ce sont les nombres complexes
ik2n
Go=e*n, ke [0;n—1].

Démonstration :
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III Racine n-ieme d'un nombre complexe, équations dans C

Exemple 1 : Les racines cubiques de 1'unité vérifient 1'équation

(b) Racine n-iéme d'un nombre complexe

Définition
Soit Ze C et ne N*. On appelle racine n-ieme de Z tout nombre complexe z vérifiant

Z2* =7,

Proposition
Soit Ze C* un nombre complexe dont la forme trigonométrique est Z = rel®.
Z admet n racines n-iéme, ce sont les nombres complexes

(0, 2m .
Zkzr%el("-'—k:]:r%elgck) kE[[O,n_l]]

Remarque : si Z=0 et n€ N*, z"" =0 admet une unique solution : z =0.

Démonstration :
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2. Cas particulier de la racine carrée

La méthode précédente suppose qu'on a réussi a écrire Z sous forme trigonométrique ce qui n'est pas toujours possible. Dans
le cas de I'extraction des racines carrées, travailler avec la forme algébrique permet dans tous les cas d'obtenir le résultat.

Résolvons I'équation z2 = Z.

Remarquons tout d'abord que, si Z # 0, 1'équation possede deux solutions dont I'une est 1'opposée de 1'autre.
Effectivement, si 8% = Z alors (-8)2 = Z.

Posons z=x+iy et Z=X+iY.

Exemple 2 : Racines carrées de Z = -5+ 12i.
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III Racine n-ieme d'un nombre complexe, équations dans C

3. Equation du second degré

Soit 1'équation az?+bz+c=0 avec a, b et ¢ des nombres complexes, a # 0.

Théoréme

Soit I'équation az?>+bz+c=0 avec a#0. On pose A= b?—4ac.
. e : . b 2 2
o Si A=0, I'équation admet une unique solution ZO:_z_ et pour tout ze C, az°+bz+c=a(z—zy)".
a

o Si A#0, I'équation admet deux solutions distinctes
-b+6 -b-96
z21 = et 2=
2a 2a

ol 8e @ vérifie 82 =A. Pour tout ze © on a alors az?>+bz+c=a(z—z1)(z—z2).

Exemple 3 : Résolvons 1'équation 922 +3iz+1-3i=0.
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IV Nombre complexe et géométrie plane

1. Interprétation géométrique du quotient

Soient A(a), B(b), C(c) et D(d) quatre points du plan complexe tels que A#B et C #D.

W
|
)

S
|
Q

Propriété

Soient A(a), B(b), C(c) et D(d) tels que A#B et C#D.

CD |d-c¢
o —= c
AB b—a

o (AB;CD) —arg(—d_c) @)
' a b—a '

Exemple 1 :

Soient A(5—iv/3), B@+2iv3), C2+iv3) et D(3-2iV3) quatre points du plan complexe.

1. Quelle est la nature du quadrilatere OCAD

?

2
2. Soit K d'affixe k = 3 (5-1iv/3) . Que peut-on dire des points D, K et B?

A R
. . L4 .
P IR G S
] : :
R
Sl e
: : A
. . °
:‘_Zk .............. ORISR R
.................. b
. L]
5__4 U
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IV Nombre complexe et géométrie plane

2. Ecriture complexe de transformations
(a) Translation

o M’ est1l'image de M par la translation de vecteur 7 signifie que MM’ = 7.

o Avec les complexes : soit a l'affixe de 7, z et z’ cellesde M et M.

Propriété

Z'=z+a est I'écriture complexe de la translation de vecteur 7.
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(b) Rotation
o Soit Q un point du plan et 6 un réel.
L'image de M par rq g, la rotation de centre Q et d'angle 8, est le point M’ tel que :
osiM=Q alors M=M=Q;

0 si M#Q alors QM =QM' et (QM ; QM) =0 2n).

o Avec les complexes : soit w 1'affixe de Q, z et z’ cellesde M et M'.

Remarque :

Si z=w onabien zZ —w=0 ie z =w,donc la formule z' = w+ (z— ) e inclut les deux cas.
Propriété

Z=w+(z—w)e® est I'écriture complexe de la rotation de centre Q et d'angle 0.

(¢c) Homothétie
o Soit k#0, Q et M des points du plan. M’ est I'image de M par I'homothétie de centre Q et de rapport k signifie
que OM’ = kQM.

o Avec les complexes : soit w 1'affixe de Q, z et z’ cellesde M et M'.

Propriété

Z —w=k(z—w) est I'écriture complexe de I'homothétie de centre Q(w) et de rapport k.
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Exercices du chapitre 7

Modules et arguments

Déterminer la forme algébrique des nombres complexes suivants :
i-8 1-i

1+71 1+i
2. (1+0)°;

3+21

7+4i

Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes sui-

1.

vants :

1.

| -

_i;
VB-ivE) (1 +i)

1-1

(8]
.
—_

3. 1+itan(9),9€]—g;g[;
3n
2

)

4. 1+itan(0), 0€

)

¢
2

l—eie
5. ———,0¢€10;n[.
1+e7i0

Soient zj et zp deux nombres complexes de module 1. Montrer
Z1+22
+ 2122

Applications en trigonométrie

Soit xe]R\{g+kn, keZ}. Calculer, pour ne N*,

que le nombre est réel.

n n

cos (kx) sin (kx)

=0 cos¥ (x) =0 cosk (x)”

n
Pour tout x € IR, calculer ) (Z) cos (kx).

k=0
6|

1. Linéariser sin® (8) et cos? ().

2. Exprimer cos(60) en fonction de puissances de cos (0).

3 5 7
Calculer S = cos(l) + cos(l—n) + cos(—n) + cos(—n) +

11
%)
cos|—|.
11

121

1. Exprimer cos(50) en fonction de cos (0).

2. En déduire cos(%) et cos(::—g).

Résoudre dans R les équations suivantes :
2
1. cos(x)—sin(x) = %;

cos (2x) —2v/3sin (2x) = 2cos (x) ;

134

. V3sin(2x) = 2cos? (x) ;

w

F S

. V3cos?(x) = \? +sin (x) cos (x).

Racines n-iéme

Montrer que pour tout entier naturel n, n > 2, la somme des
racines n-iecme de I'unité est nulle.

Pour tout entier naturel n, n > 2, calculer le produit des racines
n-ieme de 1'unité.

1. Déterminer les racines cubiques de —i.

2. Déterminer les racines cinquieme de —i.
4

1+iv3

3. Déterminer les racines sixieéme de —

Résoudre dans C 1'équation (z+D)7+(z-1D7 =0 et exprimer
simplement les solutions a I'aide des fonctions sinus et cosinus.

Résoudre z2 = —7 +24i.

Résoudre les équations suivantes dans C.
1. z%-2iz—-1+2i=0.

2. iZ2+iz+1+i=0.
1. Trouver les solutions de 1'équation
®) t+2+2+z+1=0.

. . 1 .
2. Montrer que si z est solution de (E) alors x = z+ — vérifie
z
une équation simple que I'on déterminera.

2
3. En déduire une expression algébrique de cos (?n) .



Nombres complexes et géométrie

Le plan est muni d'un repére orthonormal direct (O;, 7). On
prendra 2 cm pour unité graphique.

On considere 1'application F du plan dans lui méme qui, a tout
point M d'affixe z, associe le point M’ d'affixe z’ tel que :

Z=1+i)z+2.

1. Soit A le point d'affixe —2 + 2i.
Déterminer les affixes des points A’ et B vérifiant respectivement
A’ =F(A) et F(B) =A.

2. Méthode de construction de I'image de M.

(a) Montrer qu'il existe un point confondu avec son image. On
notera Q ce point et w son affixe.

(b) Etablir que pour tout complexe z distinct de w,
Z -z

=-i.
w-2z
(¢) Soit M un point distinct de Q.

Comparer MM’ et MQ et déterminer une mesure de I'angle
(MQ, MM').

(d) En déduire une méthode de construction de M’ 2 partir de
M.

3. Etude de l'image d'un ensemble de points.

(a) Donner la nature et les éléments caractéristiques de
I'ensemble I', des points du plan dont l'affixe z vérifie
lz+2-2i| = V2.

Vérifier que B est un point de T'.

(b) Démontrer que, pour tout z élément de C
2 +2=01+1)(z+2-2i).

(¢) Démontrer que 1'image par F de tout point de I' appartient
au cercle T’ de centre A’ et de rayon 2.

Le plan P est rapporté au repere orthonormal direct (O;, 7 ),
(unité graphique 2 cm).

On considere les points I et A d'affixe respectives 1 et —2. Le
point K est le milieu du segment [IA].

On appelle C le cercle de diametre [IA]. Faire une figure et la
compléter au fur et & mesure.

1+4i
1. Soit B le point d'affixe b = 12 . Ecrire b sous forme al-

i
gébrique et montrer que B appartient au cercle C.

2. Soit D le point du cercle C tel que 1'angle (Iz_f, I_(—ﬁ) =

U . . .
— +2km ou k est un entier relatif et soit d I'affixe de D.

1 1
(a) Quelestle modulede d+ 3 ? Donner un argument de d+ >
V3
T
(¢) Déterminer un réel a vérifiant 'égalité

1
(b) En déduire que d = 1 +3i

1+2ia 1 _ V3

— 1—

l-ia 4 4

Chapitre 7

1+2ix
3. Soit x unréel nonnulet M le point d'affixe m = !

—ix
(m-1)

(m+2)

pose Z= . Calculer Z et en déduire la nature du triangle

AIM.

4. Soit N un point différent de A du cercle C et n son affixe.
1+2iy

1-iy’

Démontrer qu'il existe un réel y tel que n =

Le plan est rapporté A un repere orthonormal direct (O;#,7),
unité graphique 4 cm. Dans I'ensemble des nombres complexes C,
i désigne le nombre de module 1, et d'argument g

On appelle f l'application, qui, a tout nombre complexe z dif-
férent de —2i, associe

Z=f(2) = z—2+1

z+2i

1. Si z=x+iy, x et y étant deux réels, exprimer la partie réelle
et la partie imaginaire de Z en fonction de x etde y.
x2 +y2 —2x+3y+2

X2+ (y+2)2

On vérifiera que Re(Z) =
En déduire la nature de :
(a) l'ensemble E des points M d'affixe z, tels que Z soit un
réel ;

(b) l'ensemble F des points M d'affixe z du plan, tels que Z
soit un imaginaire pur éventuellement nul.

(c) Représenter ces deux ensembles.

2. Calculer |f(2) —1| x|z +2i].

Déterminer I'ensemble des points M’ d'affixe Z, lorsque le point

M d'affixe z parcourt le cercle de centre Q d'affixe —2i et de
rayon /5.

Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé
(0;@,7), on considere les points A, B, et C d'affixes respec-
tives a=-1+2i, b=1+3i, c=4i.

1. Montrer que le triangle ABC est isocele en A.
2. Soit I le milieu de [BC] et zj son affixe.

(a) QuelestI'ensemble des points M du plan distincts de A dont

L Soit un réel ?

l'affixe z est telle que £

. . ) X—2Z . )
(b) Déterminer 1'unique réel x tel que L Soit un réel.

(¢) Soit N I'affixe du vecteur AI, donner une forme trigono-

métrique de NG

3. (a) Soit G le point d'affixe —3. Montrer qu'il existe deux
rotations de centre G, dont on déterminera les angles, telles que
les images de A et I par ces rotations soient toutes deux sur l'axe

des réels.
. . T
(b) Soit r; larotation de centre G et d'angle de mesure — T

Déterminer I'écriture complexe de rj.

4. Soit A/, B’ et C' les images respectives de A, B, et C par
la rotation r etsoient a’, b, et ¢’ leurs affixes.

Quelle est I'image par r1 de l'axe de symétrie du triangle ABC ?
En déduire que b’ =
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Exercices

(0; i, ) est un repére orthonormal du plan P.

Soit A le point d'affixe 1 et B le point d'affixe —1.

Soit F l'application de P privé de O dans P qui a tout point
M d'affixe z distinct de O associe le point M =FM) d'affixe

-1
z'=—

z

1. (a) Soit E le point d'affixe eig; on appelle E’ son image
par E Déterminer l'affixe de E’ sous forme exponentielle, puis
sous forme algébrique.

(b) Onnote C; le cercle de centre O et de rayon 1. Détermi-
ner I'image de C; par l'application F (on pourra utiliser 1'équa-
tion paramétrique de Cp, c'est a dire une équation de la forme
zZ=Ww+ reie, 0 € ]-m;n] ou w est l'affixe du centre et r le

123

rayon).

2. (a) Soit K le point d'affixe Zei%" et K’ I'image de K par E
Calculer I'affixe de K'.

(b) Soit Cp le cercle de centre O et de rayon 2. Déterminer
I'image de Cy par l'application E

3. On désigne par R un point d'affixe r = 1+ei® ot 0 €l-m; m[.
R appartient au cercle C3 de centre A et de rayon 1 et on note
R'(r') l'image de R par E

7
(a) Montrer que r'+1=—.

r
En déduire que : |r'+1|=|r'].
(b) Si on considere les points d'affixe 1+ e® ou 0 el—1; n,
montrer que leurs images sont situées sur une droite. On pourra
utiliser le résultat du a..
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