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5 2. Calcul de distances dans un repére orthonormé
‘ Repérage, Vecteurs

Propriété

On considére dans le plan muni d'un repére orthonormé (O,1,]) les points A(xa;ya) et

‘ I Repérage B(xs; yn). ,
La distance entre les points A et B est :

2
AB = \/(xB—xA)2+ (yB—yA] )
I'unité de longueur étant I'unité commune aux deux axes.

1. Coordonnées dans le plan

Définition
Définir un repére du plan, c’est choisir 3 points non alignés dans un ordre précis : O, T et J.
On note ce repére (O,1,]), et : Démonstration :

. . N On raisonne dans le cas oll x4 < xp et ya<yp.
o le point O est I'origine du repére;

o la droite (OI) est I'axe des abscisses et le point I donne I'unité sur cet axe;

o la droite (OJ) est |'axe des ordonnées et le point J donne I'unité sur cet axe.

/ JR B
1
J11
1 1 1
0 I o I 0o I
repere quelconque repere orthogonal repere orthonormal
Exemple :
J
1 L
1
0o I Exemple : Siona A(2;-1) et B(—4;7) dans un repere orthonormé, alors AB =
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II Vecteurs

1. Translation de vecteur AB
Définition
Soient A et B deux points du plan.

La translation, noté f7=, qui, au point A, associe le point B = Iz (A) associe a tout point M

du plan I'unique point M’ = t-— (M) tel ABM'M est un parallélogramme (éventuellement aplati).

1¢rcas: M ¢ (AB) 2¢cas: M€ (AB)

Remarque :

o Dansle cas ot A et B sont confondus, ¢ estappelée I'identité, i.e. I'application qui laisse invariant
tout point du plan : =5 (A) = A, 5 (M)y=M...

o Lorsque A et B ne sont pas confondus la translation 7 est caractérisée par

o
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Définition
A toute translation on associe un objet mathématique appelé vecteur qui est noté a I'aide de deux
ou d'une lettre surmontée d'une fleche. Par exemple :

- tgp est appelée la translation de vecteur AB,
- ty est appelée la translation de vecteur ii.
o Si Iz n'est pas I'identité, AB est caractérisé par

o une direction (la droite (AB));
o un sens (celui de A vers B);
o une longueur AB (aussi appelée norme que I'on note HAB H ).
o Si oz est I'identité on lui associe le vecteur dit nul que I'on note 0. 0 n'a pas de direction,

ni de sens, sa norme est égale a zéro : ||6|| =0.

Exemple :

2. Egalité de deux vecteurs

Définition Vecteurs égaux

o Si g = lims alors AB et CD sont deux représentants d'un méme vecteur.
o Notation : AB =CD.

o Sideplus AB #0, AB =CD signifie que ces vecteurs ont méme direction, méme sens, méme
norme.

o D'une maniere général, deux vecteurs non nuls ii et U sont égaux lorsqu'ils ont méme direction,
méme sens, méme norme.
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Propriété

ABDC est un parallélogramme si, et seulement si, AB =CD.

3. Somme de deux vecteurs

Définition Composée de deux translations
On appelle composée de la translations f; par 3 |'application noté ftzot; qui a tout point M
du plan associe le point M" = t5(t5 (M)).

ME MM

On admet que la composée de deux translations est une translation.

Soit t; et t deux translations auxquelles sont associés les vecteurs # et . D’apres ce qui précede o0ty

est une translation a laquelle on peut associer un vecteur i : fz = tjoty
Définition Somme de vecteurs

La somme de deux vecteurs ii et U est égale au vecteur associé a la translation #;o 3.

Si tz=tyoty alors W=1u+7.
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Exemple :

1. @ et U sont deux vecteurs, construisons un représentant du vecteur i tel que i+ U+ i = 0.

2. ABC estun triangle, construisons le point M tel que AM = AB +AC.

4. Commutativité de la somme

Proposition commutativité de la somme
On admet que
tyoty = tzo tp.

Ona:

N}
+
<
1l
<t
+
N

5. Vecteur opposé

La composée d’une translation et de sa réciproque donne I'identité.

Par exemple :

Définition vecteur opposé

o Si tyoty =1ty alors i+ 7=0. U est le vecteur opposé a ii.

o On note U=—1i. i+ (—)=0.

Remarque : Si ii #0, —ii possede la méme direction et la méme norme que # mais un sens contraire a
celui de .
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6. Différence de deux vecteurs .« 4 o
III Vecteurs colinéaires

On considere la composée o1 - = t--. On note
1. Multiplication d’un vecteur par un nombre
Définition
Soit # un vecteur et k un réel, kii désigne un vecteur et

-

oSi k=0 ousi =0 alors kii=0;

0 Si k#0 etsi #i#0 alors kil a pour caractéristiques :
. u
7. Relation de Chasles o la méme direction que i ;
Soient A et B deux points du plan. o - le méme sens que i lorsque k>0 ; _%,ﬁ/

- le sens contraire de # lorsque k<0 ;

Pour tout point M, N N
P o [1kiill = [kl x [|ll.

Exemple :

1.

Exemple :

(a) Compléter : AC =...AB et BA =...AC .

— — — 55—
(b) Placer les points D et E tels que : AD =—-2AB et AE = §BA .

2. Placer les points D, E et F tels que :
o AD =7+2]; o B
o BE =2i-37;

R

3
o CF =—-7+27.
2
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2. Regles de calcul
Théoréme
Propriété o Les points A, B et C sont alignés équivaut a AB et AC sont colinéaires.

Pour tous réels k et k' et pour tous vecteurs i et U : . o L — — L
o Les droites (AB) et (CD) sont paralléles équivaut a AB et CD sont colinéaires.

k(@i +0) = kii+ kv k(K'ii) = (kK') @ (k+K)ii=kii+ k'@

. . Exemple :
Exemple : Exprimer le plus simplement possible, en fonction des vecteurs AB et AC , les vecteurs

suivants : 1. A, B, C, D, E, F, G et H sontdes points du plan tels que :

—_ e l—_ — l— — — —
o iZ:ZE—Z%B—C: AE—gAB,AF—gAD,CH——CB et CG =-CD
Exprimer EF et GH en fonction de AB et AD puis en déduire que les droites (EF) et (GH) sont

paralleles.
Lol —
o v:E(BC —2(CA +BA)]
3. Vecteurs colinéaires
Définition L .
Deux vecteurs i et U sont colinéaires lorsque I'un est le produit de I'autre par un réel, i.e. il existe 2. ABC estun triangle, I et J sont deux points tels que : Al =2AB + AC et 3CJ =2CB .

4 = po ot — 2— 1—
un réel k tel que U=kil ou &=k?. Montrer que AJ = §AB +§AC . Que peut-on en déduire ?

Remarque :
o deux vecteurs non nuls sont colinéaires si, et seulement si, ils ont la méme direction.

o D’apres la définition, le vecteur nul est colinéaires a tous les vecteurs.

— — 3—
Exemple : ii=3AB —4AC et U= EAB +2CA . ii et U sont-ils colinéaires ?
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IV Coordonnées d’un vecteur dans un repére

1. Repere du plan défini a ’aide de vecteurs

Définition
Un repére (0;7,7) du plan est formé d'un point O, appelé origine du repére, et de deux vecteurs

7 et J non colinéaires.

o Lorsque les directions des vecteurs 7 et j sont perpendiculaires, on dit que le repére
(0;7,7) est orthogonal.

o Lorsque, de plus, les normes des vecteurs 7 et j sont égales, on dit que le repere (0;7,7)

est orthonormé.

repere quelconque repere orthogonal repere orthonormé

2. Coordonnées d’un vecteur

Soient 7 et j deux vecteurs non colinéaires du
plan. Tout vecteur # du plan peut s’exprimer
comme combinaison des vecteurs 7 et J, et
ceci de maniere unique.

~i

Par exemple, ici, on a ii = T+
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Théoreme et définition

Dans un repére (0;7,7) tout vecteur # du plan se décompose de maniére unique sous la forme
ti=Xx7+yJ ou (x;y) est un couple de nombres réels.

. = 2 N - - X
On dira que le vecteur il a pour coordonnées x et y dans le repére (0;7,7) . On notera u(y)

Exemple :
Si (0;7,7) estun repere du plan, alors :

a] i4'=5'l'—j<=>l7( )

Dans tout ce qui suit, le plan est muni d’'un repere (0;7,7) .
Propriété
Soit ii(x;y) et (x';y)

-

o =7 si, et seulementsi, x=x" et y=y'.

oSi w=d+7 alors W(x+x;y+Y).
o Soit k un nombre réel.

k
Si W= kil a pour coordonnées W(k;)
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Théoreme et définition

Dire que le point M a pour coordonnées (x;y) dans le repere (0;7,7) équivaut a dire que le
et p X 5
vecteur OM a pour coordonnées ( ) dans ce repére
y

Autrement dit, M a pour coordonnées (x;y) dans (O;T,f) si, et seulement si,
OM =xi+yJ

-

.7

)

o y est I'ordonnée du point M dans le repére (0;3,7) .

o x est |'abscisse du point M dans le repére (O;

3. Coordonnées du vecteur ﬁ

Propriété coordonnées d'un vecteur
Si A a pour coordonnées (x4;y4), et si B a pour coordonnées (xp;yp),
alors le vecteur AB a pour coordonnées

B —

AB

XB— XA
YB— YA

Démonstration : A(xa;ya) dans (O;T,j’) si, et seulement si, OA = XaT+yaj, B(xp;yp) dans
(O;T,j') si, et seulement si, OB = Xpi+yBJ
Drapres la relation de Chasles on a AB = AO +OB
= —0A +0B
—(xaT+ya]) + (xpT+yB])
—XAT—yaJ+xBT+yB]
AB = (xg-xa)i+ (yB—ya)J

.. — , XB—X
et donc, par définition, le vecteur AB a pour coordonnées (yB yA) .
B~ YA

Exemple :
Si dans un repere (0;7,7) duplanona A(5;—3), B(~1;6) et C(7;2) alors on peut calculer les coordon-

nées de

a5 ) _3AF

) T5+AC

) 2AC

) ic

2AC

) —3AB +
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Propriété milieu d'un segment

Si A a pour coordonnées (x4;y4), et si B a pour coordonnées (xp;yp),
alors le point I milieu du segment [AB] a pour coordonnées

I(XA;'XB;J’A;J/B)

G N
Démonstration : 1 milieu de [AB] si, et seulement si, Al = EAB . Notons (x;yy) les coordonnées du

point I. Alors :

—
les coordonnées du vecteur Al sont s

1—
les coordonnées du vecteur EAB sont

1

Ainsi, I'égalité vectorielle Al = Eﬁ équivaut a
XA+ XB
Xy = ——
2
qui donne bien
_ yaty B
yro = 5 ]

4. retour sur la colinéarité de deux vecteurs
/
On se place dans un repere (0;7,7) . Soient i (;) et U (;,) deux vecteurs.
7l et U sont colinéaires < ilexiste ke Rtel que UV =kiiou ii = kv
X' =kx x=kx
{ V=ky ™ { y=ky

Cela signifie qu’on a une relation de proportionnalité entre les coordonnées :

Ao B
! 7
X |y ou x|V

et par conséquent xy' —x'y =0
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Définition Déterminant

On appelle déterminant des vecteurs @i et U le nombre xy’ —x'y.
/
. Lo X
Notation : det (&, U) =

/ =xy -x'y

Théoreme Condition nécessaire et suffisante de colinéarité

L X N x' 8 yo N = = ! /
u et U y sont colinéaires équivaut a det(ii,?) =xy'—x'y=0.

4
Exemple : Comment faut-il choisir le réel A pour que les vecteurs i (3 /1) et U ( 1

2) soient colinéaires ?

[V Exercices ]

Coordonnées, calculs de distances

On donne les points C(—1; —3) et D(3;1). Déterminer par le calcul la longueur CD.

On considere les points A(3;—-1), B(5;2) et C(7;—1).
1. Calculer les longueurs AB, AC et BC.
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2. Donner la nature du triangle ABC.

On considere les points A(-2;1), B(2;3) et C(-3;3).
1. Calculer les longueurs AB, AC et BC.

2. En déduire la nature du triangle ABC.

[ 4]
On considere les points A(=5;0), B(3;—4) et C(2;4).
1. Quelle est la nature du triangle ABC ? Justifier.

2. Calculer les longueurs OA et OB.
3. En déduire que la droite (OC) est la médiatrice du segment [AB].
4. En déduire la nature du triangle OAB.

On considere les points A(5;1), B(-1;5), C(1;8) et D(7;4).
1. Montrer que le triangle ABC est rectangle.

2. Déterminer la nature du quadrilatere ABCD.

Vecteurs

ABCD est un rectangle. Soit I le point d’intersection de ses diagonales.
K et J sont les symétriques respectifs de I et A par rapporta D.
1. Montrer que AIJK est un parallélogramme.

2. Citer tous les vecteurs égaux dans cette figure.
3. En déduire que ICJK est un parallélogramme.

4. Que peut-on dire des droites (K1) et (JC) ?
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=l

—_—
—
u
B
.

LS

1. A partir de la figure, citer un vecteur :
(a) opposéa CD.

(b) de méme direction et de méme sens que AC .
(¢) de méme direction que BC mais de sens contraire.

(d) égal au vecteur EZ .

2. Placer les points E, F, G et H images respectives du point A par les translations de vecteurs w, v,

p et m.

1. Construire un parallélogramme ABCD de centre O. On note I le milieu de [OC].

@l

—

2. Construire A’, le symétrique de A par rapporta D, et O le symétrique de O par rapport 2 B.

3. (a) Démontrer que ﬁ -DB.
(b) Démontrer que DB =00'.
(¢) En déduire que I estle milieude [A'O'].

Sur la figure ci-contre, construire les vecteurs suivants :

1. u+v 2. v +w
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- -
3. w-u

Sur la figure ci-contre, construire un représentant de chacun des vecteurs suivant :

1.B_C>+C_D>

2. BA+BC

3. AB+CD

L3

4. BA-CD

(3]

5. AD —-DB

La figure représente six parallélogrammes isométriques. En utilisant les points de la figure, donner un vecteur
égal a:

1. AB +GF +KL

2. HB + HF

3. CB +BG +GF / / /
4. KI +BD

5 /77
6. BE —HA

ABCD est un rectangle de centre I. Faire une figure et construire les représentants des vecteurs suivants :
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1. AD + AD 4. BD + AC
2. _BTX‘FB—I) 5. _)+_)
3. B[ +AB

Sur la figure ci-contre construire un représentant de chacun-des vecteurs suivants :

—

1. —-r

E ol o
~l g
—+

]

g
|

En utilisant les points de la figure, donner un vecteur égal a :

. DE +HI

. BG +GH

AB -CB

. GF +CB

. BC+CB +BC J
HF —-BC +CD

AJ -EI

. I] +CF +JC +FE

. BD +IH —BH —FD

- T T N S N SR C R

Ecrire le plus simplement possible :

5. BD + AD +BA
6. BD —BA +DA —DB

3. BD +DB
4. BD -BA

1. BD +DA
2. BD +AA
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A, B, C et D sont quatre points. Démontrer que :
1. AB -CD - (4B - CA)=DA

2. AD +BC = AC +BD

Simplifier les écritures suivantes :
1. u =AB -AC +DC -DB

2. v =-2AB +BA -3BC -4C

Compléter les égalités suivantes a 'aide de la relation de Chasles.

1.IB=..A+A.. 3.3.D..+C...=...B 5.A..=A.. +B...+CM

4. E...+...E=......

Produit d’un vecteur par un réel

—_ —

. N 1—
1. Attribuer a chaque vecteurs 5”’ -u, 2u,

2— 4— , L.
——u, et ——u sonreprésentant tracé ci-dessous.

2
2. Parmi les vecteurs précédents, quels sont ceux

W
qui : /
.
w

(a) ontle méme sens que u

-
(b) ont une norme supérieure a celle de u

(c) ontla méme direction que u

Sur une droite (AB), placer les points C, D, E et F tels que :

3. AE =-AB 4. AE =278

1. AC =2AB _2
4

— 11—
2. AD =—-AB
2
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Simplifier les expressions vectorielles suivantes :

220 -50 —4u + 3. -120 +u -3x 4 2u + 3v -
2(5u—2v)

1. —5u +2x3u
2v 4v —u

Soient trois points A, B et C distincts non alignés. Montrer que les vecteurs u et v sont colinéaires :

- - SO T [
=2AB et v =-6AB 5. u=ZAB +2AC et v = ZAB +34C
=-2AB +3AC et v =4AB —6AC
=3AB —AC et v =9AB —3AC

=—AB --AC et v =-AB —-AC
5 5 2 4

=l

6.

Eal ol o
sl =]l =] =]

l— — - 3—
=5AB +3AC et v =—§AB -9AC

Soient trois points A, B et C distincts et non alignés. Les points M et N sont tels que AM =AB -2AC
et AN = %ﬁ ~AC.
1. Montrer que les vecteurs AM et AN sont colinéaires.

2. Que peut-on en déduire pour les points A, M et N ?

. — 33— - 1—
ABCD est un parallélogramme. Les points E et F sont tels que BE = ZAB et DF = —§DA.
1. Réaliser une figure.

2. Compléter :

3. Exprimer les vecteurs CE et BF enfonctionde AB et AD.

4. En déduire que les droites (CE) et (BF) sont paralleles.

A, B et C sont trois points non alignés et distincts. On construit les points M, N et P tels que AM =
1l — 11— @ — 11—

—-AB, CN =-CA et CP =-BC.

3 3, 3 .

1. Exprimer MN en fonctionde BA et AC.

2. Exprimer MP en fonction de BA et AC.

3. En déduire que les points M, N et P sont alignés.
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Coordonnées

On considere les points A(5; —6) et B(—2;6). Le point C est le milieu de [AB].
Déterminer les coordonnées des vecteurs AB, CA et BC.

=7} =(-5) —(1
Soit u , U et w .

1. Calculer les coordonnées de u + v etde u —v.

2. Calculer les coordonnées de 3J —2u.

) . [N
Lire les coordonnées des vecteurs u, v, w, r, CD et KL.

=1

\..1 Sl a
~
= o
/N
~

=

1. Lire sur la figure les coordonnées des vecteurs
u, vetw.

gl

“

) - - —
2. Tracer les vecteurs suivants : © + v, u +

»

=l

3. Lire leurs coordonnées.

4. Vérifier les résultats par le calcul.
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On considere les points E(2; 1), F(=3;4) et G(1;4).
Déterminer les coordonnées du point H pour que EFGH soit un parallélogramme.

On considere les points A(3;—4) et B(—1;2). Quelles sont les coordonnées du point C tel que AC =
—2AB ?

On considere les points M (—4;2), N(0;3) et P(1;-5).
Calculer les coordonnées du point Q défini par MQ =-3MN +PN.

On considere les points D (—4;2), E(0;3) et F(1;-5).
Calculer les coordonnées du point G défini par DG = -3EG + DF .

Les coordonnées des points A, et B et C sont respectivement (3;2), (9;—5), et (—9;16). Sachant que
ces points sont alignés, calculer le nombre k tel que AB = kAC.

Retour sur la colinéarité

Pour les couples de vecteurs suivants :

—[-2) - 3 AN —( 3 —(-8
1. u et v etv| 3 .u et v
3 -4,5 —2 _2 -4,5 12
—(-2) —(3 7 — (14 —[1 —~ |14
2. u et v et v - u| 3 etv4
3 4,5 =2 4 7

1. Calculer les déterminants des deux vecteurs.
2. Dire si ils sont colinéaires.

3. S’ils sont colinéaires un coefficient de colinéarité.

Dans chaque cas, dire si les droites (AB) et (CD) sont paralleles en utilisant le calcul d’'un déterminant.
1. A(-2;1), B(3;4), C(2;2) et D(5;4).

2. A2;2), B(5;4), C(1;4) et D(-2;2).
3. A(3;4), B(5;0), C(0;5) et D(3;0).
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Dans chaque cas, dire si les points A, et B et C sont alignés.
1. A(-4;3), B(2;3) et C(6;3).

2. A(2;5), B(—4;-3) et C(5;9).
3. A(-2;1), B(3;4) et C(5;5).

-
Soit m un réel. Dans chacun des cas suivants, déterminer m afin que u et v soient colinéaires.

g o(S) ) et () o)

ABCD est un carré. Le point E est intérieur au carré et tel que le triangle ABE soit équilatéral. Le point
F est extérieur au carré et tel que le triangle BFC soit équilatéral.

[
[}

S
Tg--mm————
=]

On choisit comme repere (A; AB , AD ) .

1. Quelles sont les coordonnées de A, B, C et D dans ce repere ?

2. (a) Enremarquant que le triangle AHE est rectangle en H, calculer HE ;
(b) en déduire les coordonnées de E etde F.

3. En utilisant la colinéarité de vecteurs, démontrer que les points E, D et F sont alignés.

ABCD est un parallélogramme. Les points E et F sont définis par les relations :
— 1— — —
AE = _§AB et CF =3BC.

On se place dans le repere (A ; AB , AD ).

1. Déterminer les coordonnées de D, E et F (justifier lorsque cela est nécessaire).

2. Démontrer que les points D, E et F sont alignés.



