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[ Controle : suites numériques (2h) ]

~ (Cecomection ]

Etudier la monotonie des suites © définies pour tout entier 7 par :

a) Uy =n-—n? ) o -_1
c
Up+1 =0,3uy
b) Ugp =-2 d) Up =-2
Upi1l =5+ Uy Upil = Up+2U°

1. Soit deux urnes U; et U- ;la premiere contient 6 boules blanches et 4 boules noires, la seconde
contient 8 boules blanches et 2 boules noires.

D’une des urnes, choisie au hasard (il y a équiprobabilité pour ce choix), on extrait une boule que
I'on remet dans I'urne : si la boule est blanche on recommence le tirage dans le méme urne, si elle
est noire on recommence le tirage dans I'autre urne. Cette régle est appliquée a chaque tirage et
I'on suppose qu’a I'intérieur de chaque urne les tirages sont équiprobables.

Soit P, la probabilité pour que le 1™ tirage se fasse dans I'urne U/, (n € N*).

(a) Déterminer P; .
(b) Déterminer P, .

(¢) Démontrer qu’il existe une relation de récurence vérifiée par la suite (P,) de la forme :
vneN* P, =aP,+b

ol a et b sont des réels que I'on déterminera.

2. On considere la suite (u,) dont le terme général est défini pour n entier strictement positif
par :

uy =

N =

2
Un+1 =gun+—

(a) Déterminer le réel a tel que la suite (V},), dont le terme général est défini pour n entier
strictement positif par :
Vi=u,—«a

soit une suite géométrique.
(b) Exprimer V,, puis u, en fonctionde n.

(¢) En déduire la limite de la suite (P,) quand n vers l'infini.

- (Ceomection ]

uy =a
On considere la suite (u,) définie pour ne€ N* par: { Uz =b
1

Upt+2 = 5(un+l +up)

1. On pose wy, = u, —uy—1 . Montrer que (w,) est une suite géométrique.
2. Expliciter v, puis u, en fonction n.

3. Déterminer la limite de la suite (u;,) .
Soit (up),eN une suite géométrique non décroissante.

8 . .
1. Sachantque: up =—1 et us—u; = -3 démontrer la raison de la suite (u,) vaut 3.
2. Expliciter u,, en fonctionde n.

3. Exprimer S, =up+u; +...+uy—1 enfonctionde n.
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1. Soit n€N. ups1—up=n+1)-(n+1)?—(n-n?)=n+1-n*-2n-1-n+n*=-2n<0.
La suite (u,) est donc décroissante.

2. Soit n€ N. wuy41—u, =5>0. Lasuite (u;) est croissante.

3. Lasuite (u,) estune suite géométrique de raison 0,3 et de premier terme 1y = —1, par consé-
quent I'expression de son terme général est u;, = —(0,3)".

Soit ne€N. upi1—u,=-(0,3)""1+0,3"=0,7%x0,3" > 0. La suite () est donc croissante.

4. Soit ne€ N. up1—uy= Zufl > 0. La suite (u;) est donc croissante.

- (eronee ]

1
1. (a P= >

(b) o La probabilité que I'on tire la deuxieme boule dans I'urne 1, sachant que le premier

. . 6 3 .
tirage a eu lieu dans I'urne 1 est 0°5 car cela signifie qu’on a eu une boule blanche ;

o La probabilité que I'on tire la deuxieéme boule dans I'urne 1, sachant que le premier tirage a

. 2 1 .. .
eu lieu dans I'urne 2 est -3 car cela signifie quon a eu une boule noire.

La situation peut se modéliser par I'arbre de probabilité suivant :

U
Ux

U,

Ux

D=

i 4

U,

U,

En appliquant la formule des probabilités totales, on obtient
1 3 1 1 2

P2:—>(—+—)<—:—‘
2 5 2 5 5

(¢) De la méme maniére, on a :

/ Ul
Ui
Pn \
: T,
5 U
1-P, /
U2 \
5 U,

N 3 1 2 1
D’ou : Pn+1=Pn><g+(1—Pn)Xg=§Pn+—-

5
. 2 1
2. (a) Soit neN*. Vyyi=upy1—a= Sunto—a
Or u, =V, + «, en substituant dans I’égalité précédente, on obtient :
Va1 =E(Vn+a)+1—a= gVn+l_§a
5 5 5 5 5

. e . .. 1 3
Pour que (V) soit une suite géométrique, il suffit de choisir a tel que 5 ga =0.
. . 1
En résolvant cette équation, on obtient : a = 3

. . . 2 . 1
(V) est alors la suite géométrique de raison g = 5 et de premier terme V; = 5

1 2 n—1
(b) Pour tout neN, Vn:gx(g) .

S , 1 (2\"1 1
On en déduit 'expression de uy, : u,=—x |- +—.

6 \5 3

1
(¢c) P, tend vers donc vers 3 lorsque n tend vers +oo.
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1. Soit n€ N.
Up-1 Up

1
v =Uu —Up=—(Up+Up—1)—Up= ——=——(Up—Up_1)=——1V.
n+1 n+1 n 2( n n 1) n 2 2 2( n n 1) 2 n

o . 1 .
(vy) est donc la suite géométrique de raison g = — 3 et de premier terme v, = b—a.

n-2
2. Pourtout neNN, v, =(b—a)x (—5) .

On remarque que Vo +...+ Uy =Up— Uy +Us—Up+...+ Up— Up—] = Uy — Uj.

Or vo+...+v,=(b—-a) _Z
1

142 3 2
2

1_(‘%)11_1 _2b-a) (1_( 1)"—1)'

2(b- 1\*!
On en déduit que unz%(l—(—é) )+a.

. a+2b
3. La limite est .

1. Soit g laraisonde lasuite (u,). g #0 carsinon (u,) serait constante et on aurait us—u; = 0.

u
On a u1:—2 et us = quy donc
q

8 Uy 8
u3—u1=—§ — C]UZ—;Z—g
8
= q2><(—1)—(—1)=—§q
— 3¢°-8¢-3=0

Résolvons I'équation du second degré 3x* —8x—3=0 :
. . 8-10 1 3+10
A =100, on obtient deux solutions x; = 6 = ~3 et xp = 5 =3.

(u,,) est croissante donc g > 1, ainsi g =3.

1
2. Pourtout n€N, u,=uyq"?=-3"2= -5 3",

3. Pour tout n€ N,

1 1 1
Sn=——+(——) ><3+...+(——) x3" 1=~ (1+3+...+3")
9 9 9
1 1-3"
=——x =—x(3"-1).
9 1-3 18

4. On conjecture que lim S, = +oo.
n—+oo



