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[ Controle : trigonométrie (1h 30)

(Ccorection ]
Sur le cercle trigonométrique ci-dessous, placer les réels suivants :
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Pour chaque réel ci-dessous donner le réel de |—m; 7] qui repere sur le cercle trigonométrique le
méme point.
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- (Ccomeetion

Déterminer une valeur du réel x € ]—m; ] dans chacun des cas suivants :

V2

1. cos(x) = —? et sin(x)=—— 3. cos(x) =—§ et sin(x) = —

1 .
2. cos(x)=0 et sin(x) =1 4. cos(x)= 3 et sin(x) = e

Sans calculatrice, calculer les expressions suivantes :

1. cosz( g)—sm (—%T) 3. sin(—%)cos(s?n)—cos(—?m)
sm(%)
0052(2?”) 4, 0032(1—71[)+sin2(—%)

Dans chacun des cas suivants, déterminer un nombre réel x vérifiant les conditions données.
1. cos(x)=-

(a) avec xe]-m;0] (b) avec x€ [2m; 37|

V3

2. si =——
sin (x) 2

3

2

Soient a et b deux réels positifs.

9

b s
(b) avec xe€ 5

(a) avec xe€

’

1. Montrer qu’il existe x € R solution de sin (x)+acos (x) = b si, et seulement si, a?-b*+1>0.

2. Si sin(x) + acos(x) = b, exprimer |asin (x) —cos(x)| en fonction de a et b.
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[ Correction ]

- (ronee ]
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On enléve 43 tours : = —43 %21 = i

581
= 58

2. 3 21967
27 6

. 587 2n
On ajoute 10 tours : =5 +10x 27 = 3

1253n
1253
3. L _ 227 56,95,
27 22
N 4 b4
On enleve 57 tours : —57x2m= T

7
1. =——.
(a) x 3

7
(b) x=2m+ 2=
3 3

. Y A
2. (a) Par lecture sur le cercle trigonométrique : x = 3

2
(b) x estde la forme x = Iy 2km ou x = L 2kn ou k € Z. Cherchons pour quelles
n 97

valeurs de k ona x€ | — 5

’
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. T
o Premiercas: x= -3 +2km.

Ve T 91
— < ——+2kn < —
2 3 2
7 1 9 1
—+- < 2k < —4+=
2 3 2 3
23 < k < 29
12 =12

23 29 .. . . .
— =~ 1,92 et ' =~ 2,42. Ainsi, pour cette inéquation la seule valeur de k convient est

12
T 11n
k =2. Avec cette valeur, on calcule x = -3 +2x2m = =5

" 21
o Deuxiéme cas : x = Y +2km.

7 27 9
? < —? +2knm < ?

! + 2 < 2k < 9 + 2
2 3 = S 23
25 < k < 31
12 )

25 1
Comme tE ~2,08 et tE ~ 2,58, aucune valeur de k ne convient pour cette inéquation.

1. Démontrons le résultat plus général : soit m et n des réels tels que m? +n? #0,
Jdxe R, msin(x)+ncos(x) =1 < m? + n? > 1.

. n
sin(x) + ——— =

vm?+ n?

I'expression (E) msin(x) + ncos(x) = [ peut se réécrire
l
VmZ+n?

Considérons le point M

m? + n?

m n
V2 + 2 Nm?+n?

par conséquent, il existe @ € R tel que M (cos(a),sin(a)). Onen déduit que cos(a) =

. Le point M est sur le cercle trigonométrique,

m
vm? + n?
et sin(a) =

n
VmZ+nZ

(E) peut donc se réécrire cos (@) sin (x) + sin (a) cos (x) =

l
VmZ+n?

Or sin(a+ b) = sin (a) cos (b) +sin (b) cos (a) .

Pour ceux qui ne connaissent pas cette formule voici une démonstration élémentaire (sans utilisa-
tion du produit scalaire).

On considere le triangle ABC, rectangle en A tel que ABC = a et BC = 1. Puis le triangle BCD,
rectangle en C et tel que CBD = b.

1l s’agit d’évaluer sin(a+ b) en considérant le triangle BDE rectangle en E.

Ona DB = et CD=tan(b).

cos(b)

tan (b)

et CH=tan(a)tan(b).
os (a)

On montre facilement que CDH = a etdonc DH =

On en déduit que HB =1—tan(a)tan(b) puis HE =sin(a) (1 —tan(a)tan(b)).

Ainsi,
. DH+ HE
sin(a+b) = ————
DB
tan(b) .
=cos(b) +sin (a) (1 —tan (a) tan (b))
cos(a)
. . 2 .
_ sin (b) +sin (@) cos (b) — sin“ (a) sin (b)
cos(a) cos(a)
— qin?
=sin (b) M + sin (a) cos (b)
cos(a)

=sin (a) cos (b) + sin (b) cos (a)
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tan(by 4

On peut maintenant conclure : il existe x € R tel que msin(x) + ncos(x) = si, et seulement si,

il existe x€ R tel que sin(x+a) = ou a est défini comme précédemment.

vm? + n?
L’équati in(x+a) ! ede des soluti i, et seul tsi, -1 < l <1
équation sin (x + @) = ———possede des solutions si, et seulement si, —1 < ———= <
m? + n? vm? + n?

ie. m*+n?>1.

2. Pour tout x€R, (sin(x)+ acos(x))2 + (asin (x) —cos (x))%2 = a® + 1.

Par conséquent, si sin (x) + acos(x) = b alors |asin (x) —cos (x)| = Va? — b? + 1.




