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Contrôle : nombres complexes (2h)

1 correction
Résoudre dans C, l’équation :

z5 =p
3− i.

2 correction
Soient a et b deux complexes de module 1.

Montrer que, si ab 6= −1 alors : Z = a +b

1+ab
∈R.

3 correction
Déterminer la forme exponentielle des nombres complexes suivants :

1. z1 =
(p

6+3
p

2i
)12

2. z2 =−sin(2θ)+2icos2 (θ)

(a) Lorsque θ ∈
[
−π

2
;
π

2

]
(b) Lorsque θ ∈

[
π

2
;

3π

2

]
Rappel : cos(2a) = cos2(a)− sin2(a) = 2cos2(a)−1 = 1−2sin2(a)

sin(2a) = 2sin(a)cos(a) et tan(2a) = 2tan(a)

1− tan2(a)

4 correction

On note α= e 2iπ
7 , S =α+α2 +α4 et T =α3 +α5 +α6.

1. (a) Montrer que pour tout k ∈ J0;6K, αk =α7−k .

(b) En déduire que S et T sont conjugués.

2. On considère l’équation (E) : z7 = 1.

(a) Montrer que la somme des solutions de l’équation (E) est nulle.

(b) En déduire les valeurs de S +T et ST.

(c) On admet que Im(S) > 0, déterminer les valeurs de S et T.

5 correction
Soit n un entier naturel avec n ⩾ 2. On note ζk , k ∈ J0;n −1K les racines n-ième de l’unité.
Déterminer la valeur de la somme :

|ζ0 −1|+ |ζ2 −1|+ . . .+|ζn−1 −1| .
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Correction

1 énoncé
p

3− i= 2e−i π6 .

z5 =p
3+ i ⇐⇒ z5 = 2e−i π6

⇐⇒ z5 =
(
2

1
5 e−i π30

)5

⇐⇒
(

z

2
1
5 e−i π30

)5

= 1

⇐⇒ z

2
1
5 e−i π30

∈
{
ei 2kπ

5 , k ∈ J0;4K}
⇐⇒ z ∈

{
2

1
5 ei

(
− π

30 + 2kπ
5

)
, k ∈ J0;4K}

2 énoncé

Montrons que Z = Z . Comme a et b sont de module 1, ils sont non-nuls et a = 1

a
et b = 1

b
.

Par conséquent,

Z = a +b

1+ab
=

1

a
+ 1

b

1+ 1

a

1

b

= a +b

1+ab
= Z .

On en déduit que Z ∈R.

3 énoncé

1.
∣∣p6+3

p
2i

∣∣= 2
p

6, donc(p
6+3

p
2i

)12 =
(

2
p

6

(
1

2
+
p

3

2
i
))12

=
(
2
p

6ei π3
)12 = 218 ×36.

2. On a z2 =−sin(2θ)+2icos2 (θ) =−2sin(θ)cos(θ)+2icos2 (θ) = 2icos(θ) (cos(θ)+ isin(θ)) =
2icos(θ) eiθ .

(a) Si θ ∈
]
−π

2
;
π

2

[
alors cos(θ) > 0 et z2 = 2cos(θ) ei π2 eiθ . La forme exponentielle de z2

est :
z2 = 2cos(θ) ei

(
θ+ π

2

)
.

(b) Si θ ∈
]
π

2
;

3π

2

[
alors cos(θ) < 0 et z2 = 2(−i) (−cos(θ)) eiθ =−2cos(θ) e−i π2 eiθ. La forme

exponentielle de z2 est :
z2 =−2cos(θ) ei

(
θ− π

2

)
.

4 énoncé

1. (a) Soit k ∈ J0;6K.

αk = e 2ikπ
7 = e− 2ikπ

7 = e− 2ikπ
7 +2iπ = e

2i (7−k)π
7 =α7−k .

(b) S =α+α2 +α4 =α+α2 +α4 =α6 +α5 +α3 = T.

2. (a) L’ensemble des solutions de (E) est
{
αk , k ∈ J0;6K}, étant donné que α 6= 1,

6∑
k=0

αk = 1−α7

1−α
= 0.

(b) □□□ On en déduit que 1+S +T = 0, i.e. S +T =−1.

□□□

ST = (
α+α2 +α4)(α3 +α5 +α6)

=α4 +α6 +α7 +α5 +α7 +α8 +α7 +α9 +α10

=α4 +α6 +1+α5 +1+α+1+α2 +α3

= 2

(c) S et T sont les racines du polynôme :
P = X 2 − (S +T ) X +ST = X 2 +X +2

dont les racines sont
−1− ip7

2
et −1+ ip7

2
.

sin

(
8π

7

)
= −sin

(π
8

)
et comme la fonction sin est croissante sur

[
0 ;

π

2

]
, sin

(π
7

)
⩽ sin

(
2π

7

)
i.e. sin

(
2π

7

)
+ sin

(
8π

7

)
⩾ 0. On en déduit que Im(S)⩾ 0 et par conséquent :

S = −1+ ip7

2
et T = −1− ip7

2
.
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5 énoncé

ζk −1 = e i2kπ
n −1

= e ikπn

(
e ikπn − e− ikπ

n

)
= e ikπn 2isin

(
kπ

n

)

On en déduit que
n−1∑
k=0

|ζk −1| =
n−1∑
k=1

2sin

(
kπ

n

)
(k = 1 car ζ0 = 1)

= 2Im

(
n−1∑
k=1

e ikπn

)

= 2Im

(
e iπn

n−1∑
k=1

(
e iπn

)k−1
)

= 2Im

(
e iπn 1− e i(n−1)π

n

1− e iπn

)

= 2Im

(
e iπn 1+ e− iπ

n

1− e iπn

)

= 2Im

e iπn e− iπ
2n

(
e iπ

2n + e− iπ
2n

)
e iπ

2n

(
e− iπ

2n − e iπ
2n

)


= 2Im

e iπn e− iπ
n

2cos
( π

2n

)
−2isin

( π

2n

)


= 2
cos

( π

2n

)
sin

( π

2n

)
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