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[ Controle : nombres complexes (2h) ]

~ (Ccomection |

Résoudre dans C, I'équation :

22 =v3-1i.

Soient a et b deux complexes de module 1.
a+b R

Montrer que, si ab# —1 alors: Z = .
d # 1+ab

 (Ceomection ]

Déterminer la forme exponentielle des nombres complexes suivants :

1 z=(V6+3v2i)"

2. z,=—sin(26) +2icos® ()
/S
(a) Lorsque O € [—5, E]

3

b) L Oe|—;
(b) Lorsque €2 5

Rappel : cos(2a) = cos?(a) —sin®(a) = 2cos?(a) — 1 = 1 — 2sin?(a)
2tan(a)

sin(2a) = 2sin(a) cos(a) et tan(2a) = Tnz(a)

2in
Onnote a=e7, S=a+a’+a* et T=a’+a®+ab.

1. (a) Montrer que pour tout k€ [0;6], ak =7k,
(b) En déduire que S et T sont conjugués.

2. On considere I'équation (E) : z/=1.

(a) Montrer que la somme des solutions de I'équation (E) est nulle.

(b) En déduire les valeurs de S+ T et ST.

(¢) On admet que Im (S) >0, déterminer les valeurs de S et T.

Soit n un entier naturel avec n > 2. On note (¢, k€ [0;n— 1] les racines n-itme de l'unité.
Déterminer la valeur de la somme :

o=+l =1 +...+ (-1 —1].
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[ Correction ]

- (ononee

V3-i=2¢e715,

z°=v3+i

Montrons que 7 = 7. Comme a et b sont de module 1, ils sont non-nuls et @ =

Par conséquent,

Z=

On en déduit que Z € R.

- (ronee ]

1. |vV6+3v2i|=2v6, donc

12 1 V3" V12 18 .6
(\/5+3\/§1) :(2\/5(5+71)) =(2\/§e3) =2"x3".

2. Ona z = —sin (20)+2icos? (0) = —2sin (0) cos () +2icos? (0) = 2icos (0) (cos (0) +1isin (0)) =

2icos (0) e'?.

(a) Sife ]—g; g[ alors cos(0) >0 et z, = 2cos(0) el el La forme exponentielle de z,

est:

a+b 7'

|

—_ N
N
P
o
Il
—

1 1

S
S
I
S| =

a+b

1+ab 1+ll T l+ab

ab

25 = 2cos (0) el0+2),

3

(b) Sife alors cos(0) <0 et zp =2 (1) (— cos (0)) el = —2cos (0) e7i% ¢l Laforme

exponentielle de zp est :

n .
2 M
2z = —2cos (0) eil0-3),

1. (@) Soit ke [0;6].

2ikn _ 2ikm
7

- _2ikm | o: 2i(7-k)n _
a,k:e7 —e 7+2171'=e—7 a7 k.

=c =

(b) S=a+a’+at=a+a’+a*=ab+a’+a’=T.

2. (a) L’ensemble des solutions de (E) est {ak, ke [[0;6]]}, étant donné que a # 1,

6
Yt
k=0

(b) o Onendéduitque 1+S+T7=0, ie. S+ T =-1.

l1-a’

l-«a

ST = (a+a*+a*)(a® +a° +a®)
=a'+a’+a’+a’+a’+at+a’ +a’ +al?

=a*+ab+1+a’+1+a+1+a*+d8

=2

(¢) S et T sont les racines du polyndme :
P=X*—(S+T)X+ST=X*+X+2

dont les racines sont

-1-iv7 . —14iV7
€ .

2 2
. (87 L (T . . . b2 (T . (27
sin|— | = —sm(—) et comme la fonction sin est croissante sur [O; —] , sm(—) <sin| —
7 8 2 7 7
.. (2 . (8m s .
i.e. sin - +sin - > 0. On en déduit que Im(S) > 0 et par conséquent :
-1+1V7 -1-1V7
S= —\/_ et T= —\/_.

2
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On en déduit que

(i—l=en -1

ikm ikm

ikt [ ikn _ikn
=en (en —e n)

=en 21sin|—
n

n-1 n-1 It
Y lk-1=) Zsin(
k=0 k=1

) (k=1carlp=1)
ikm
=2Im en )
i n-l i k-1
=2Im|en (eW) )

i(n-m
inl—e n
=2Im|en —————

=2Im|en

=2Im|en

Zcos(l)
=2Im e% e_m 2’7;
—Zisin(—)
:2008(2”1”)
sm(ﬁ)




