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+ (Ccomection ]

Un astronome a observé au jour J o le corps céleste A, qui apparait périodiquement tous

les 105 jours. Six jours plus tard (J¢ + 6), il observe le corps B, dont la période d’appari-
tion est de 81 jours. On appelle J ; le jour de la prochaine apparition simultanée des deux
objets aux yeux de I'astronome.

Le but de cet exercice est de déterminer la date de ce jourJ ;.

1. Soient u et v le nombre de périodes effectuées respectivement par A et B entre J et
J1 . Montrer que le couple (u; v) est solution de I'’équation (E ) :

35x—-27y=2.
2. (a) Déterminer un couple d’entiers relatifs (xg; o) solution particuliere de 'équation
(E2):
35x—-27y=1.
(b) En déduire une solution particuliere (ug ; vo) de (Eq).
(¢) Déterminer toutes les solutions de I'équation (E ;).
(d) Déterminer la solution (u; v) permettant de déterminer J ; .
3. (a) Combien de jours s’écouleront entre Jo etJ; ?

(b) Le jour J, était le mardi 7 décembre 1999, quelle est la date exacte du jour J; ?
(L’année 2000 était bissextile.)

(c) Sil’astronome manque ce futur rendez-vous, combien de jours devrat-il attendre jus-
qu’a la prochaine conjonction des deux astres ?

+ (Ccomection ]

Soit a et b des entiers et m et n des entiers positifs. On considere le systeme

() x=a (m)
xX=b (n)

1. On suppose que PGCD (m, n) | a— b.

(a) L’équation um+vn=a—b d’inconnue (u,v) possede-t-elle des solutions ? Pour-
quoi ?

(b) Onnote (ug, vy) un couple solution de I'’équation précédente, donner une solution de

(S).

2. Réciproquement, on suppose que (S) possede des solutions. Montrer que
PGCD (m,n)|a-b.
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Soit (a, b) € (N*)?. Montrer que a et b sont premiers entre eux si et seulement si tout en-
tier supérieur ou égala (a—1) (b—1) estdelaforme au+bv pouruncouple (u,v) € N2,
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- (erone )

1. La conjonction se produira au bout de 150u =81v+6 jours. Or

150u=8lv+6 < 35u—-27v=2,

(u, v) est donc solution de 35x—27y = 2.
2. (a) (-10;—13) convient.
(b) On multiplie par 2 : (ug; vo) = (—20; —26).

(c)
3bu—-27v=2 < 35u—-27v—-35uy—27v9) =0

<~ 35(u—up) =27(v—r1ry)

(i) 27135(u—up), comme 27A35=1, d’apres le théoreme de Gauss, 27 | u—ug.
Il existe donc ke Z tel que u=ug+27k.

(ii)) De la méme maniére on obtient qu’il existe k' € 7 tel que v = vy +35k’.

Réciproquement, soit (k, k') € Z2. (uo+27k, vo+35k’) est solution de E; si, et seule-
ment si
35(up+27k) -27(vg+35k') =2 — k=K

On en déduit que I'ensemble des solutions est {(-20+27k ,—26+35k), k € Z}.
(d u>0et v>0sietseulementsi k>1. Pour k=1 onobtient u=7 et v=9.
3. (a) 105x7=735 jours.

(b) 735=366+365+4 et 7+4 =11 donc le 11 décembre 2001. Comme 735=0 (7)
ce sera aussi un mardi.

() Ona k=2, u=34 et v=44. La deuxieme conjonction se produit 3570 jours
apres Jo et 2835 jours apres J;.

- (enonce )

1. (a) L’équation posséde des solutions car mAn|a—b.

(b) (uo, vo) estsolution donc ugm+ von = a—b et par conséquent a— uygm = b+ vyn.
Onpose x=a—uym=>b+vyn. x convient.

2. Si (S) possede des solutions, il existe (u, v) € Z? tel que x = a+um = b+vn. L’équa-
tion um—vn=a—b possede donc des solutions, on en déduit que mAn|a—b.
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